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1941 4, 4 Æ AL CYUAN-CHENG BERTRAM 
FCNG) 于 中 国 国 立 中 央 大 学 获 学 士 学 位 。1948 年 获 美 国 
加 . |GE EEL t t (California , Pasadena). 
Ki PRE REF R HARADA FS. EaR M 
振 、 动 力学 等 。 其 成 果 在 他 的 着 作 《¢ 空 气 弹 性 力学 《1956， 
1969,1993, 汝 钟 上 起 译 成 中 文 ).f 固 体力 学 基础 》C1965, 蕊 
文 华 、 王 开 福 译 上 成 中 文 ) 和 连续 介质 力学 导论 》C(1969， 
1976 再 版 ,1993 三 版 ,由 李 松 年 . 马 中 和 译 成 中 文 ? 中 有 
所 记载 。 

1960 年 以 来 , 冯 元 桢 居士 开创 了 生物 力学 的 研究 ,他 
研究 了 循环 .血管 、 血 细胞 心脏、 肺脏 以 及 生长 种 应 为 之 
间 的 关系 。 他 的 意图 是 对 生理 学 作 理 性 的 探索 。 他 有 此 方 
面 的 三 部 著作 :《 生 物力 学 : 活 组 织 的 力学 特性 3C1981， 
1993 再 版 ,由 戴 克 刚 译 成 中 文 ).《 生 物 动 力学 :循环 》 
(1984, 戴 克 刚 译 成 中 文 ) 和 《生物 力学 :运动 ,流动 ,应 力 
和 生长 ?》(1990 年 , 邓 善 中 译 成 中 文 )。 并 著 有 中 文 & 生 物力 
FIF 1983 年 由 科学 出 版 社 出 版 。 

治 元 桢 博士 曾 荣 著 微 循环 学 会 颁发 的 EUGENE 
LANDIS 奖 (1975)?、 美 国土 木工 程 师 学 会 颁发 的 
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THEODORE VON KARMAN # (1976). 32 El ULAR IË 
师 学 会 颁发 的 生物 工程 LISSNER 奖 、 永恒 文献 突出 贡献 
WORCESTER WARNER 奖 、 应 压力 学 的 TIMO- 
SHENKO 奖 、ASME 学 会 百年 纪念 奖 (1981), 最 佳 生物 
工程 论文 美 (1993) ,以 及 最 佳 永恒 学 术 原 著 奖 (1994)。 他 
也 获得 了 国际 流 变 学 会 4 POISEUILLE 奖 。 他 是 
GUGGENHEIM 研究 员 、 美 国航 空 航 天 研究 院 评 议员 、 美 
国 志 机 工程 学 会 评议 员 、 美 国 国家 科学 院 院 士 , 美 国医 学 
科学 院 高 级 院士 .美国 工程 院 院 士 . 美 国生 物 医 学 工程 院 
院士 及 中 国 科 学 院外 籍 院士 。 他 也 是 中 国 八 个 大 学 及 研 
究 院 的 荣誉 教授 ,他 又 是 台湾 中 央 研 究 院 院士 。 此 外 ,他 
先后 担任 不 少 专业 杂志 的 主编 并 发 表 297 篇 为 主要 作者 
的 论文 。 

O ARMARE ERZE RTEA KEA HA 
奋 研究 ,热爱 中 华 , 热 爱 祖 国 , 集 东西 方 优秀 文化 及 优秀 
个 人 品质 于 一 身 , 启 得 了 海内 外 学 者 的 广泛 尊 窒 与 爱戴 。 
‘ 治 元 桢 堆 授 荣获 的 学 术 荣 誉 发表 的 论文 及 著作 见 

附录 ”) 


译 者 的 话 


1979 年 ,我 国 刚 玻 革 开 放 不 久 , 为 了 发 展 新 兴学 科 ， 
应 本 上 书 作者 冯 元 桢 教授 之 洲 , 由 重庆 大 学 ,华中 理工 大 学 
BOP SR be SR ARM Sar aR BR + eR ay 
ASE LAPORTE. SRN -BLAA RE 
国 国土 卡 ,就 受到 冯 教 授 的 盛情 接待 各 耐心 帮助 指导 。 辣 
年 冬 , 在 作者 的 主讲 下 ,一 个 全 国 性 的 生物 为 学 及 生物 流 
变 学 讲习 班 就 成 功 地 办 起 来 了 。 这 也 意味 着 ,作为 生命 科 
学 的 重要 组 成 部 分 生物 为 学 与 生物 流 变 学 这 一 新 兴 
ZRF ERBARPERAHMRAR AT. 

eH 17 FRR. Ne S 
生物 流 变 学 无 论 在 研究 或 教堂 诸 方 面 , 不 仅 已 有 相当 的 
AR FARA KRATRREL RARE GARE., K 
ERA, RT EAS RE at OY BK eh a 

三 年 前 , 当 我 在 亚特兰大 参加 中 一 哩 一 美 生物 力学 
Kj ERARE RR ARMs HS > eR AHN 
大 学 生物 工程 实验 室 时 , 冯 教 授 再 次 将 此 书 的 英文 原稿 
剑 慨 韦 予 ,拜读 之 后 , 深 感 作者 不 仅 系统 地 而 又 富有 局 发 
性 地 阐述 了 连续 介质 办 学 的 理论 和 分 桥 方 法 ,而 且 首 次 
饥 造 性 地 同 于 生命 现象 ,启迪 读者 对 生命 现象 ,特别 是 生 
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命 体 现 介 对 以 量化 分 析 。 的 确 , 本 书 下 于 从 事 生 会 科学、 
力学 .医学 .生物 医学 工程 .定量 生理 学 、…… 领域 内 的 教 
学 和 研究 工作 者 ,实在 是 一 部 必 读 的 基础 科学 之 作 。 

我 译 了 序言 和 第 一 章 , 计 人 负责 书稿 的 统 稿 工作 , 杨 瑞 
FES OLS R RAPER OLDE SME RKO 
章 ， 龙 勉 译 第 八 、 丸 章 , 卢 晓 译 第 十 .十 一 章 , 王 公 瑞 译 第 
十 二 .十 三 章 , 此 外 , 状 稼 欢 在 后 戎 协助 我 与 杨 瑞 芳 参 与 
THROM S RR LE. ERMAN RT OES 
介质 力学 导论 ?第 三 版 的 中 文本 已 出 版 。 我 相信 ,本 书 的 
问世 ,作者 . 译 者 和 海内 外 的 广大 读者 都 会 为 此 而 欢 拘 鼓 
F. 


R= 
于 山城 重庆 
1996 年 阳春 三 月 
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我 很 感谢 重庆 大 学 吴 云 岗 校 长 及 杨 瑞 芳 . 王 公 瑞 、 歼 
绍 暂 等 渚 位 教授 及 他 们 的 合作 者 的 努力 ,使 这 本 书 能 以 
中 文 和 大 家 相 见 ,完成 了 我 从 头 就 有 的 愿望 。 
连续 体力 学 是 一 门 发 展 得 相当 完整 的 数学 理论 , 它 
模 氢 字 宙 间 某 些 物 体 , 甩 数 学 概念 简化 和 净化 后 ,得 到 了 
一 套 很 美丽 的 结果 ,和 一 套 很 简洁 的 方法 ,可 以 用 来 做 研 
究 理化 及 生命 科学 的 工具 ,并 充任 工程 技术 设计 的 基础 ， 
在 很 多 复杂 的 问题 中 ,把 有 关 力 党 和 变形 的 一 部 分 卉 清 
楚 ,其 重要 性 是 显而易见 的 。 但 是 ,科学 与 工程 所 接触 的 
绝 大 多 数 物 体 的 结构 ,并 不 符合 连续 体 的 数学 定义 ,所 
以 ,如 何 应 用 连续 体力 学 于 科学 与 工程 ,是 一 个 重要 的 实 
际 问题 ,现在 市 上 所 有 的 别 的 著作 ,都 不 谈 这 个 问题 ,本 
书 则 正视 这 个 问题 ,着 重 讨论 。 
这 本 书 是 为 了 教学 而 写 的 ,我 起 借 这 本 所 来 转移 些 
当前 大 学 生 学 避 的 风气 ,我 想 鼓 励 学 生 们 多 思考 ,多 发 
Wo SKE, CRP ORR REAL Eg OH k 
自 想 想 , 有 许多 好 学 生 做 很 多 习题 , 却 没 有 给 自己 提出 好 
问题 的 习惯 ,没有 把 自己 的 问题 数学 化 变 成 理论 ,或 计划 
菜 些 实验 来 寻 或 解 管 ,我 想 在 教学 中 改变 教师 和 学 生 的 
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避 惯 ,; 因 此, 写 了 这 一 本 简短 的 力学 教 本 , 引 读 者 向 自发 
的 路 上 走 , 用 警 通 的 方法 ,和 较 广 阔 的 视野 ,鼓励 学 生 经 
党 自己 出 题 , 自 己 解 答 , 自 己 设 计 实 验 , 养 成 设计 和 发 明 
的 习惯 ,特别 是 让 学 生养 成 一 种 心态 .敏感 地 观察 局 围 事 
物 、 寻 找 发 明 的 机 会 ,以 发 明 为 乐 , 日 积 月 累 , 水 到 渠 成 。 

这 是 我 的 心意 ;这 心意 如 能 引起 教师 必 间 学 们 一 点 
点 共 喝 ,我 就 很 快乐 了 。 


Ey 7G Bi 
1995 年 8 月 


第 三 版 序言 


本 版 的 目的 则 前 版 一 样 ,是 为 了 加 强力 学 基础 ,减少 
在 数学 确切 描述 中 的 模糊 概念 ,在 科学 和 和 工程 方面 提出 
问题 、 分 析 问 题 以 及 设计 发 明 的 习惯 。 我 很 强调 应 用 ,在 
本 版 更 为 强调 。 因 此 ,一 开始 连续 介质 即 以 真实 材料 定 
义 。 通 览 爹 书 , 并 无 与 生物 材料 相悖 之 处 。 生物 学 为 科学 ， 
生物 工程 为 工程 。 力 学 也 不 限于 物理 学 之 范畴 。 

在 本 书 中 ,我 常 要 求 读 者 明确 阐明 问题 . 姑 不 论 他 们 
能 否 解 决 问题 。 不 少 学 生 曾 作 了 无 数 作业 ,但 他 们 自己 并 
不 能 明确 阔 明 问题 的 实质 。 我 希望 他 们 能 另 辟 它 径 来 学 
习 , 希 望 由 他 们 自己 提出 问题 ,发 现 问题 ,解决 问题 和 和 探 
求解 的 准确 性 。 鼓 励 学 生 去 观察 自然 ,思考 工程 和 科学 中 
的 问题 ,进而 作为 第 一 步 , 写 下 可 能 的 约束 方程 和 边界 条 
件 ; 得 到 控制 方程 , 乃 本 书 的 首要 目的 。 

本 书 按 如 下 内 容 组 织 。 首 先 解 释 和 连续 介质 的 概念 ,大 
后 就 是 应 力 和 应 变 的 透彻 处 理 , 以 及 决定 主 应 力 和 应 变 
的 实用 技术 , 相 容 性 的 概念 在 此 两 章 内 都 予以 强调 。 在 第 
7 章 中 ,对 理想 化 的 流体 和 固体 予以 详细 说 明 。 第 8 章 详 
细 阅 述 了 各 向 同性 这 一 重要 概念 。 第 9 章 则 讨论 了 真实 
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流体 及 国体 的 力学 特性 ,第 10 章 给 出 了 基本 的 力学 守恒 
定理 。 第 11、12 半分 别 闻 述 了 理想 和 和 粘性 流体 的 茶 些 特 
{wR BH, REPRE, SHR RU Re 
性 波 理论 。 最 后 一 章 ( 第 13 章 ? 的 内 容 较 新 ,国术 了 材料 
承受 上 应力 后 的 长 期 改变 ,以 及 生物 材 攻 的 生长 和 自主 重 
建 ,这 些 问 题 与 应 力 - 生 长 定律 有 密切 联系 。 

同和 传统 的 流体 利 臣 体力 学 教科 书 中 对 材料 的 介绍 相 
比较 第 9 一 13 革 所 介绍 的 材料 在 某 些 方面 似乎 是 标 新 
立 和 证 的 ,然而 其 军 有 的 特性 表明 并 非 标新立异 ,诸如 血液 
Fo je BE ik HE BER RE A LAK EA, 而 橡胶 拱 称 为 
既 普 通 而 又 优越 的 材料 ,同时 该 与 学 习 材 料 的 本 构 关 系 
并 不 相悖 。 

书 中 很 多 问题 已 有 叙述 ,本 版 又 增 加 了 不 少 新 内 容 ， 
很 多 内 容 均 涉 及 问题 的 闭 这 、 设计 和 发 现 、 创造 。 在 第 2 
章 、 第 10 章 , 一 些 特殊 部 分 为 训练 读者 在 推导 公式 诸 方 
面 应 用 的 练习 。 

如 果 读 者 能 锅 在 本 书 中 得 到 有 关 应 力 . 应 变 和 本 构 
方程 等 方面 的 明确 概念 ,并 且 知 道 如 何在 描述 科 堂 和 工 
ER ARM AMEN Ea RR. 
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1.1 本 教程 的 是 的 


我 们 的 是 的 是 学 会 明确 地 表述 力学 中 的 间 题 ,如 何 把 含糊 不 
清 的 问题 和 概念 变 为 准确 的 数学 描述 ,以 及 培养 在 工程 上 和 科研 
上 提问 、 分 析 、 设 计 和 发 明 的 习惯 。 

我 们 先 考察 这 样 几 个 问题 :一 架 飞机 在 空中 飞行 .机 可 必 须 承 
BC AE AS FF GRE A GED OL BAR eT > aE oR PR IE EB 
— SRS AGL. AR RRR I KITEE A E 
UAH. IATA Ce BR? SLR ey ee 
吗 ? 你 看 ,前 而 是 金门 大 桥 , 它 的 钢 索 支持 着 巨大 的 载荷。 怎样 设 
计 这 样 的 锅 索 呢 ? 云 里 舍 有 水 , 困 略 里 需要 水 。 如 果 播 下 了 云 , 会 
产生 雨 吗 ? 两 会 不 会 降落 到 需要 它 的 地 方 呢 ? 降雨 量 是 否 足 够 而 
SARE Hi? 远 处 有 一 座 核 电站 ,在 反应 堆 里 热量 怎样 传递 的 ? 在 反 
应 堆 里 有 哪 一 种 热 应 力 ? 怎样 评定 核电 站 的 抗震 性 ? He ET, BR 
会 发 生 什 么 样 的 现象 ? 考察 地 球 ,你 可 能 会 惊奇 ,陆地 为 什么 会 尘 
F ARAF? PINE C RTE RA? 如 果 我 们 
做 键 身 操 . 和 做 倒立 动作 ,我 们 的 肺脏 内 部 会 发 生 和 什么 样 的 变化 呢 ? 

有 元 的 是 ,所 有 这 些 问 题 都 关系 到 力 、 运 动 .流动 .变形 .能 量 、 
物质 特性 .物体 之 间 的 相互 影响 及 物体 内 部 各 部 分 之 间 的 相互 影 
啊 。 辣 时 ,还 涉及 到 物质 水 久 或 此 时 、 可 道 或 不 可 道 的 变化 。 这 些 
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bE BE SE FP SR ,就 可 以 简化 为 一 定 的 微分 方程 和 边 
界 条 件 , 求 佣 这 些 方 程 ; 我 们 可 以 得 到 准确 的 定 基 数据 ,在 本 书 中 ， 
我 们 将 论述 构成 这 幸 的 向 分 方程 和 和 边界 条 件 的 大 本 有 原理。 虽然 一 
旦 列 出 这 些 方程 后 , 解 这 些 方 程 就 是 我 们 想 司 的 事 ,但 我 们 并 不 详 
细 地 讨论 它们 的 解 , 我 们 的 目的 是 公式 化 ,即将 一 般 的 概念 演化 为 
数学 形式 。 


1.2 科学 技术 中 的 应 用 


本 书 中 采用 的 数学 处 理 , 其 目的 在 于 为 科学 和 技术 服务 .为 了 
使 学 生 清 楚 其 应 用 . 书 中 所 列举 的 例子 和 解决 的 问题 通 涡 基于 科 
学 研究 和 工程 设计 。 通 过 经 常 的 实践 ,由 于 形成 一 种 习惯 ,从 而 使 
人 人 们 在 设计 发 明 事物 ,装置 .方法 .理论 和 实验 方面 的 心态 都 会 得 
到 增强 。 


1.3 什么 是 力学 


力学 大 研究 物质 运动 (或 平衡 ,以 及 引起 该 运动 (或 平衡 ) 的 
力 的 学 科 。 力 学 是 建立 在 时 间 , 空 间 , 力 ,能 量 以 及 物质 这 些 概 念 基 
础 上 的 .研究 物理 学 ,化 学 .生物 学 以 及 工程 学 的 所 有 分 支 , 部 需要 
力学 知识 。 


1.4 连续 介质 的 模型 :经典 定 当 


连续 介质 的 经 典 概念 来 自 数 学 ， 我 们 讲 ,实数 系 是 一 个 连续 
集 。 在 任意 两 个 不 同 的 实效 之 间 ,有 另 一 个 不 同 的 实数 ,因此 在 任 
何 柄 个 不 同 的 实数 之 间 就 有 无 穷 多 个 实数 。 把 时 间 用 一 个 实数 系 
t 来 代表 ,三 维 空间 用 三 个 实数 系 eye 来 代表 。 这 样 就 可 以 把 时 
间 和 空间 看 成 一 个 四 维 的 连续 集 。 
将 连续 集 的 概念 推广 到 物质 ,我 们 可 以 认为 物质 在 空间 是 连 
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续 分 布 的 。 密 度 的 概念 就 能 最 好 地 说 明 这 一 点 。 如 用 质 基 来 度量 
物质 的 数量 ,并 假定 一 定 的 物质 充满 了 一 定 的 空间 1 1 
所 示 。 考察 Fo 中 一 点 请 ;以 及 收敛 于 F 的 于 空间 序列 Ma， 


KCK ys P EC Kan = 15250) (1. 4-1) 
&Y, 的 体积 是 VY 中 所 含 物质 的 质量 是 M,, 构 成 比值 
MV. noo, Va O AY M/V a ARRET ED ER TE 
XA P AAR ES AY BE e(CP? 表 示 : 


o(P) = Lim a (1. 4-2) 


veo 


EE Fo 内 各 处 都 能 这 样 
定义 密度 ,就 可 以 说 这 个 质 
BEERS AK. 

用 类 做 的 方法 还 可 定 
祥 动 量 密度 .能 量 密度 等 
等 。 如 果 一 个 物质 的 质量 、 
动量 .能 基 密 度 在 数学 意义 
上 存在 ,这 个 物质 就 是 一 个 
物质 连续 体 , 研 究 这 种 物质 
连续 体 的 力学 就 是 连续 介 
质 力 学 。 

以 上 是 物质 连续 体 的 1.1 KAAP 上 的 空间 域 序列 
和 通常 定义 。 但 如 果 我 们 严格 
遵从 这 一 定义 ,在 科学 和 技术 中 是 无 法 应 用 它 的 。 因 为 在 真实 世界 
中 要 满足 这 一 定义 是 没有 意义 的 。 璧 如 , 当 气 体 的 体积 丫 , 小 于 其 
平均 自由 程 时 , 则 不 能 满足 等 式 (1. 4- 轨 。 当 流体 的 体积 了. 为 原子 
RE BS wa REM LRSM Wo Ree ROK 
EE ARSE PY Bs. ee ARE OE. 5 É 
组 织 . 单 个 细胞 和 细胞 聚集 体 也 不 能 满足 这 些 条 件 。 
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1.5 我 们 对 连续 介质 的 定义 


我 们 对 一 个 材料 定义 为 连续 介质 ,除了 认为 了 , 的 大 小 被 约束 
在 边 办 内 ,以 及 物质 粒子 症 实数 体系 下 没有 必要 一 一 同 构 外 ,其 他 
方面 娄 偶 于 前 面 所 述 的 经 典 方 法 。 另 外 ,物质 粒子 可 以 是 离散 的 ， 
其 闻 可 以 有 一 定 的 至 间 . 例如 对 材料 的 密度 而 言 ,考虑 空间 学 中 
的 一 态 卫 ;同时 考察 空间 Aa A AR EO = EO 
oF Al AT de ABER V Vase V, ,这 些 空间 逐次 包容 .并 且 都 包容 P 
点 。 当 neo, V, HARAT- EREE o OM AFO. AMR 
HA M.. HEE eME, H M/V, 序列 有 一 极 值 6。 BS = 


p 值 可 以 认为 是 在 极限 体积 中 ,变量 = 歌 合理 值 时 尸 点 的 材料 
FE. 

AE {BH FE TAY LARE E E i SS EAR RARE L E 
体积 物质 粒子 的 动量 和 能 量 。 进 而 (网 1. 6 节 ) 我 们 将 处 理 作 用 于 
物体 表面 的 力 ,并 且 还 必须 考虑 物体 表面 任意 一 点 在 极限 体积 中 
取 合 理 变 量 值 时 的 单位 面积 作用 力 是 否 有 极 慎 存在 ,车 存在 ,其 极 
值 可 称 为 牵 拉 或 应 力 。 表 面 每 个 方位 牵 拉 的 集合 称 为 庶 力 张 量 . 进 
而 在 第 五 章 RSS RSE RA HAL He RE. 
变 分 量 的 存在 同 其 一 定 的 有 限 长 度 和 合理 的 变化 性 有 关 。 

假如 清楚 地 理解 了 有 限 长 度 和 合理 的 变化 性 , 则 可 定义 空间 
% 每 点 的 密度 .动量 .能 量 . 应 力 和 应 变 , 并 且 如 果 它 们 在 A. 内 
为 空间 坐标 的 连续 函数 ,我 们 就 可 以 说 学, 内 的 材料 是 连续 介质 ， 

如 果 一 种 材料 在 经 典 观念 上 是 连 续 介 质 , 则 以 我 们 的 观 仿 沫 
可 定 为 连续 介质 。 对 于 经 典 力 学 而 言 ,其 定义 的 有 限 长 度 .面积 和 
AAPA LL Bee Be bg E. 

ERE ERS RASH, 作者 论 及 连 继 介 质 力学 是 否 对 科 
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学 技术 有 用 取 诀 于 实验 工作 者 各 自 的 训练 我 可 以 肯定 地 说 ,每 位 
实验 工作 者 都 清楚 经 典 理 论 是 不 实用 的 。 理 论 工 作者 的 责任 是 进 
一 步 精 化 理论 以 更 符合 真实 世界 。 我 们 的 方法 不 会 适合 所 有 的 科 
学 技术 领域 。 详 细 前 明 合理 的 变化 性 和 尺度 定义 是 我 们 付出 的 区 
价 。 


1.6 在 我 们 的 连续 介质 定义 中 的 应 力 概念 


考察 占据 一 定 空间 域 V (图 1.2) 的 物质 B, 想 像 在 B 内 有 一 封 
闭 曲面 S. HAAR S 外 边 的 物质 与 3 内 部 的 物质 之 间 的 相互 作 
用 。 令 AS 为 一 个 微 面 元 元 素 , 自 As 上 一 点 , 作 一 垂直 于 AS 的 单 
位 阿 量 v AA A S 的 内 部 指向 外 部 。 因 此 我 们 可 己 根 据 v 的 方 
问 来 区 别 AS BY PTR. 令 该 法 问 癌 量 所 指向 的 一 侧 为 正面 ,考察 位 
于 正面 的 部 分 物质 ,这 部 分 物质 对 位 于 负 侧 的 另 一 部 分 物质 的 作 
用 力 为 AF。 力 AP 与 面积 元 的 位 置 , 大 小 及 法 线 的 方向 有 关 。 我 们 
引入 假设 ; 当 ASO 时 , 比 信 AF/AS 随 者 合理 的 变量 es 而 趋 于 一 
个 确定 的 极限 值 dF/ds ,并且 作用 在 曲面 As LEASH RATE 
一 点 的 力矩 在 极限 状态 下 等 于 零 。 极 限 癌 量 将 写 为 


式 中 引入 的 上 标 v 表示 面 元 As 的 法 线 v 的 方向 ,极限 向 量 7 称 为 
牵引 力 ,或 应 力 向 量 , 它 代表 作用 在 8 面 上 的 单位 面积 的 力 ， 

欧 拉 (Euler) 和 柯 西 (Cauchy) 应 力 诛 理 主张 ,在 一 个 连续 介质 
内 部 的 任何 一 个 闭合 曲面 5 上 ,有 一 确定 的 应 力 向 量 场 , 它 对 8 
内 部 空间 物质 的 作用 ,等 价 于 外 部 物质 在 它 上 面 的 作用 。 作 为 一 个 
公理 ,我 们 接受 了 这 一 作为 通 出 的 原理 。 然 而 ,这 只 不 过 是 一 个 基 
本 的 简化 。 例 如 ,没有 一 个 充分 的 理由 来 解释 为 什么 曲面 面 元 AS 
两 按 物 质 的 作用 力 一 定 是 力矩 为 零 。 确 实 有 些 人 不 喜欢 “作用 在 曲 
MAS 上 的 力 , 线 面 元 上 任 一 点 的 力矩 在 极限 状态 下 为 零 * 这 个 有 
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KR AOE. fh TTS E 
LH 4ST & AY REAR AR 
西 应 力 原理 , 即 “ 穿 过 牺 
质 内 部 任意 无 穷 小 面 
元 ,外 部 物质 对 内 部 物 
质 的 作用 等 价 于 一 个 力 
和 一 个 力 偶 矩 .” 由 此 所 
导出 的 理论 要 求 有 偶 应 
力 的 概念 , 它 比 常规 理 
论 复杂 得 多 。 到 目前 为 
止 ,还 没有 发 现 偶 应 力 


图 1.2 应 力 原 理 
理论 的 实际 应 用 ,因此 ,在 本 书 中 ,我 们 趟 再 进一步 计 论 这 个 问题 。 


1.7 真实 连续 介质 的 抽象 复制 


一 且 硝 定 一 个 物体 可 看 作为 连续 介质 ,根据 经 典 定义 ,就 可 对 
这 个 真实 物体 作出 一 份 抽象 复制 ,这 种 抽象 复制 物 与 实数 系 是 同 
构 的 .这 种 抽象 复制 实际 上 是 对 真实 物质 的 理想 化 ,其 理想 化 的 法 
则 昨 : 在 定义 范围 内 ,理想 系统 的 质量 密度 与 真实 物质 的 相同 。 当 
一 组 力 同 样 作 用 于 真实 物质 系统 及 其 抽象 复制 物 系 统 上 时 ,除了 
理想 系统 可 以 严 衬 计算 ,对 真实 物质 的 计算 需 在 下 边界 尺寸 上 作 
某 神 限制 以 及 必须 估计 统计 变异 性 外 ,两 系统 的 应 力 和 应 变 蚌 相 
同 的 ,真实 物质 的 本 构 方 程 被 用 来 描述 理想 复制 物 的 力学 特性 , 计 
及 误 配 范围 的 系统 的 运动 (或 平衡 ) 方 程 , 连 续 方 程 及 能 量 平衡 方 
程 ,可 适用 于 对 应 的 真实 物质 系统 .通常 有 涉及 许 儿 对 真实 物质 进 
行 抽象 复制 主题 的 文集 ,其 中 的 结果 可 供 引 用 。 已 知 的 ,可 获得 的 
变化 和 所 定义 的 尺度 ;可 使 我 们 信 计 出 真实 物质 和 其 抽象 复制 物 
间 的 差别 ,从 而 有 助 于 我 们 深入 了 人 解 真 实 系 统 的 行为 。 

在 某 种 斥 度 范围 内 对 真实 物质 作出 的 抽象 复制 物 的 本 构 方程 
可 能 与 在 另 一 不 同 尺 度 范围 内 所 作出 的 另 一 种 抽象 复制 物 的 本 构 
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ABBA. HORA KEA EHR TARA AE 
RAN MERRE ae ES Tie Atei. 
oR AS BT BE HT A Ae A A SR 
BAS AS [et] Ff 9 Bl PAL SH ae OR RP E. ARM 
所 研究 的 系统 而 言 , 这 的 确 是 一 种 有 用 的 特点 。 因 为 这 可 以 使 我 们 
识别 出 一 种 物体 在 不 同 的 观察 尺度 范围 内 的 不 同 结构 ,可 以 使 我 
们 在 不 同 的 尺度 水 平 上 提出 不 同 的 问题 ,从 而 在 总 体 上 得 到 更 好 
地 理解 。 

在 不 同 观 察 尺度 下 所 得 到 的 物质 本 构 方 程 谱系 与 不 同 尺 度 下 
该 物质 结构 的 相似 性 与 否 有 关 , 一 种 物质 的 结构 可 能 是 分 形 的 , 即 
在 尺 痿 连续 变化 时 呈现 出 自 相 似 性 ,也 有 可 能 不 是 分 形 SB 
气 道 的 几何 形状 而 言 ,从 最 大 的 支气管 到 最 小 的 支气管 ,在 结构 上 
基 一 种 分 形 , 从 而 在 这 些 尺 度 范 围 内 可 望 了 服从 相同 的 本 构 方 程 。 理 
泡 管 道 拓 呼吸 支气管 到 肺泡 襄 的 结构 则 是 另 一 种 类 型 的 分 形 T 
基 , 在 这 种 尺度 范围 内 可 望 用 一 种 不 同 的 本 构 方 程 来 处 理 . 肺 泡 小 
窝 一 肺泡 壁 风 根 本 不 是 分 形 结构 ,再 泡 鉴 上 的 胶原 纤维 和 弹性 纤 
维 的 结构 也 不 是 分 形 .因此 它们 的 力学 特性 需要 完全 不 同 的 描述 。 


1.8 什么 是 连续 介质 力学 


在 一 个 封闭 面 内 的 连续 体 ,我们 称 之 为 物体 ,这 种 封 团 面 可 以 
是 真实 的 ,例如 人 的 皮肤 和 飞机 的 让 党 ,但 它们 也 可 以 想像 为 空间 
的 一 部 分 。 

真实 世界 的 材料 将 承受 作用 于 其 整体 上 的 (如 重力 .电磁 力 
等 } 和 作用 于 其 表面 上 的 力 ( 如 大 气压 为 、 风 、 雨 等 ,这 些 载 前 可 被 
带 走 并 传送 到 远 处 )。 如 果 物 体 在 某 种 意义 革 是 前 述 的 连续 体 , 则 
我 们 想 要 知道 的 是 该 物体 对 外 力 的 反应 。 决 定 物 体 响 应 外 力 的 内 
部 状态 就 是 连续 介质 力学 。 


1.9 ”连续 介质 力学 定理 


我 们 把 物理 学 定理 拿 来 作为 连续 介质 力学 的 定理 。 在 本 书 中 
特别 应 用 了 和 牛顿 运动 定律 和 热力 学 第 二 定律 。 

还 有 三 个 连 绕 介质 力学 附加 定理 。 首 先是 材料 的 连续 性 在 力 
的 作用 下 仍 保 持 其 连续 性 , 故 在 某 一 时 刻 的 两 个 相 邻 质点 在 所 有 
时 间 均 保持 相 邻 性 .我 们 可 以 允许 物体 玻 裂 4 亦 即 可 以 断裂 ) ,但 是 
其 断裂 面 必然 是 重新 形成 的 外 表面 .在 生物 活体 内 ,我 们 人 允许 新 的 
生长 ( 即 组 胞 和 和 胞 外 质量 的 增加 ,新 的 细胞 移入 体 内 某 个 区 域 ,或 
细胞 的 分 裂 增 将 ) 和 吸收 ( 即 细 胞 各 胞 外 基质 质量 的 减少 ,细胞 运 
动 到 体内 某 区 域外 ,或 细胞 死亡 被 代谢 或 吸收 ，)。 每 一 次 新 的 生长 
或 吸收 将 产生 一 个 新 的 外 表面 。 

有 连续 介质 力学 的 第 二 定理 是 应 方 ( 如 1.8 节 所 述 ) 和 应 变 ( 如 
第 五 章 所 述 ? 在 物体 的 每 一 部 分 均 可 确定 .连续 分 质 方 学 的 第 三 定 
理 是 每 一 点 的 应 方 与 同一 点 的 应 变 和 该 朋 时 的 应 变 率 有 关 。 这 一 
定理 是 一 个 经 过 很 大 简化 的 假定 。 它 断定 在 体内 任 一 点 的 应 力 饮 
取决 王 某 时 到 该 点 相 邻 区 域 的 变形 。 其 应 力 - -应 变 关 系 可 爱 其 它 
参数 的 影响 , 媚 谣 度 .电荷 Lae i SS RE 
这 些 影响 可 以 分 别 研究 ， 


1.10 连续 体 的 体系 取决 于 科学 研究 中 
对 象 尺 寸 的 一 个 生物 学 例子 


我 们 对 用 望远镜 观察 天 空 和 用 显 搞 镜 观察 细胞 .组 织 .金属 和 

a RO +a, 当 观 察 尺 度 变化 时 ,观察 对 象 亦 旦 现 不 同 。 以 人 

肺脏 为 例 , 肪 可 认为 由 三 套 树 状 管 路 ( 即 气 道 树 ,动脉 树 和 静脉 树 ) 

及 周转 组织 组 成 (图 1. 31。 气 道 树 为 通气 管 路 ,气管 分 支 为 支 气 

F HAR UG R BAR RRO SIT Ss Eh. AE A Ba 

分 为 23 RR) oP eA Be Be ae, Be a ae BR BB fie BR A ii 
& 


W., 1-4 EES BIO A DER. I A ida 7 
图 1. 3 GE LE) BARR i. 


图 1.3 Ab Feet Sas oe ot 
CaCI (A eC) ah gk S 
ik- MF) OOP GR PR 2D 
Aft PRU BE AY Ay E AE BE Ae EY Pe EB 
Bh PK 1H — FB 5) EET AEEA. A a T i 
壁 内 的 毛细 血管 ,经 多 次 重复 合并 直至 变 为 肺静脉 并 进入 亦 心 房 。 
肺 的 主要 功能 是 在 肺泡 内 完成 的 ,静脉 血 在 肺泡 内 吸收 氧 并 释放 
二 氧化 碳 到 肺泡 气体 ,气体 交换 通过 肺泡 壁 进 行 . 轩 1, 5 为 肺泡 壁 
ROVE CER 1. 4 左 达 界 上 小 全 的 放大 图 片 . 图 1.6 显示 
肺泡 壁 内 的 胶原 纤维 , 胺 原 纤维 经 银 染 色 后 是 黑色 束 状 ,胶原 纤维 
由 胺 原 微 丝 组 成 ,而 微 丝 则 是 由 腔 原 中 白 分 子 形 成 的 ,并 且 还 可 此 
SES} ASF TAF AT SoS SR) A RE IK 
ADE Fe RULE GF SE AY BRP HE » BY A Ce SR] Be CE H R 
PRATER Sr SES Ei, OR A eT RE BB ee FERRY A 
同 应 变 感 兴趣 , 则 可 把 单个 肺泡 视 为 无 限 小 ,并 且 可 以 说 其 平均 体 
积 变 形 将 大 了 于 单一 肺泡 变形 ,但 比 整个 肺 的 平均 变形 小 ,这 一 近似 
将 适合 于 研究 肺 和 胸壁 之 间 的 相互 作用 .胸膜 压力 的 分 布 和 全 肺 
g 


BA BY Sr ah Cl 9 BG Sg op a Sp IE ED). 
对 于 这 些 问题 ,考虑 lem HERES RART AR. A 


1.4 #1. twee hAORAB 

LAB ef ORY 150um) AVAL. Se a HE, RE RA 
i BE 

本 司 摘自 ,Matsuda, M., Fung, ¥.C., and Sobin, £. S5. , “Collagen 
and Elastin Fibers in Human Pulmonary Alveolar Mouths and Ducts. "J. 
Appl. PaysiefogyG39C3) ; 1195—1194.1987, Reproduced by permission. 


— Fr Tit. BOR At BR Ao By PR A 9 WE SS Bt RO BR Sf HE 
Ay Sey Je RL AAS ALIE , m BE) PE a BE SEY 
7B AQ RRC oP RE pem. WA PE OT 
B CE FRI 100pmx 100pm, EE 29 10pm) 的 应 力 , 则 壁 内 单独 的 
胶原 纤维 将 不 容 和 忽视, 必须 将 壁 看 成 是 若干 不 同 材料 所 组 成 的 复 
RAA ,其 构成 方式 蕊 需要 特别 处 理 .至 于 采用 何 种 平均 形式 将 视 
研究 目的 而 定 。 工 程 师 .生物 学 家 和 物理 学 家 部 会 关注 这 锻 的 问 
题 。 我 们 致力 于 用 经 典 连 续 介 质 力 学 处 理 这 些 问 题 是 为 了 使 其 在 
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处 理 实际 问题 时 更 为 有 用 。 


1.11 表述 基本 概念 的 基础 论题 


由 


作为 本 书 概念 的 最 后 部 分 ,让 我 们 回顾 一 下 力学 发 展 束 上 的 
一 些 简单 、 有 用 而 又 基础 性 的 论题 。 这 些 方 法 包括 牛顿 运动 定律 ， 
动量 方程 ,平衡 方程 ,自由 体 图 的 应 用 , 杭 架 、 梁 、 柱 、 板 、 党 的 分 析 ， 
以 及 经 典 梁 的 理论 ,如果 你 熟悉 这 些 内 容 , 可 以 快速 复习 一 这 。 如 
果 其 中 某 些 内 容 对 你 是 新 东西 ,那么 学 习 这 些 内 容 对 你 来 说 不 会 
是 在 浪费 时 间 ， 


Sr TINE an i ooo 
. + my ak i C 
. i sits - `, 
: oes ay.” 
ae ti _- 
a 
二 ae 
i -7 了 - 
A 2. and 
L 7 mia ay 
， s 下 EE, F ， 
> “oe we, Uma 
a 一 a a 
i 4 和 "Mam O 
z Å. - 志和 ' 
A 7 m- 
+ A Beer | 
- “pe fat 
z5 . ot : =, r A 
yf otyr oy a A a 
ee 7 到 bel r At — -. aan 
Wen LO ARS, MEAR ase: 
gH tee ee a ie 
. Iw 和 _ _ + he ` a 
m h "S i i ~ Za x “A aat wh 
- “eet = J ~R -a 7 + e ELA 
- z wee TTA pran Ẹ ae 
Sou ` ri a fe 
ay a. ee a 
A T eet ee 
， OF Agee ae a ee? 4 
Le Oe 
4 ih a w 
fiL a7, eat = ` “eae? 


图 1.5 肺泡 壁 故 大 图 (图 1.4 左上 小 加 的 放大 图 片 ) 
可 以 网 到 壁 内 的 毛细 血管 (也 称 为 种 泡 内 散 蜡 ;4 BP L A 
Sewer 


牛顿 定律 是 对 服从 欧 几 里 德 几 何 的 三 维 空 间 的 质点 进行 阐述 


的 。 一 个 物质 质点 具有 的 唯一 、 恒 正 的 度量 , 即 质点 的 质量 ,质点 的 
il 


(AEP) ARIES RRS RE. BEERTA REIRE 
参考 系 , 而 牛 帆 运动 方程 在 该 惯性 参 洪 系 内 是 适用 的 。 可 以 证 明 ， 


ay 
arse: s5 GAT 


T LES E dm 15 R J? CP e eu, Ga ip link 
图 1.5 人 肺泡 壁 上 内 的 胶原 纤维 
MAMEA ZB 1. 333kPa(1OcmH 20) A9 FF SE E CBD A ff A ik E Ay dk il A E 
Ad. WF LER Rf 800 bis PT 20Opm EAA H H, Os, 
H.R. Ba Ree ,其 中 最 去 纤维 的 直径 的 为 1hmm。 此 图 摘自 : 
Sobit 5 S., Fung, Y. C., and Tremer, H. M.. “Collagen and Elastin 


Fibers in Human Pulmonary Alveolar Walls,” J. Appl. Physiology 64¢4); 
1659— 1675-1988. Reproduced by permissicn. 


任何 一 个 相 对 于 惯性 参考 系 作 匀速 运动 的 参考 系 仍 是 惯性 参 涂 
BR, SR-THEA m 的 质点 , 令 向 量 x ,va 分别 代表 该 质点 的 
位 置 ,速度 和 加 速度 ,所 有 这 些 都 定义 在 惯性 参考 系 内 。 由 下 式 定 
MM 


pe 一 a = > tl1.11-1)} 
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令 辣 量 刁 代表 作用 于 质点 的 合力 。 若 天 一 0, 则 可 得 牛顿 第 一 定律 


y= 常数 C¥. 11-2) 
若 FÆ0, WBA a = eat 
amy 一 ， RF = ma (1. 11-3) 
“PH. 11-3) 写 为 
F + (— ma) =0 (1. 41-4) 


这 个 方程 像 是 两 个 力 的 平衡 方程 ,一 "aa 项 称 为 惯性 力 。 方 程 
(1. 11-42 可 叙述 为 :作用 在 质点 上 的 外 力 与 惯性 力 之 和 为 等 , 即 惯 
EJS ACE. FA RRR AE ae Ee A GR 
方程 。 

现在 考 虚 一 个 相互 关联 的 质点 系 , 每 一 个 质点 都 受 系 统 内 所 
AREER RHEE, SPR IRR MARRS PR 
点 对 第 了 个 质点 的 作用 力 , 同 理 F WER I PROT 个 质点 
的 作用 力 。 生 杭 第 三 定律 可 写 为 

Fo =— Fay SB Fi t+ Fyn = 0 €1.11-5> 

如 果 7 一 7, 则 与 41. 11-5) 相 对 应 得 Fo OCH TRAD. OK R 
示 系 统 内 质点 的 总 数 , 作 用 在 第 了 个 质点 上 的 力 oE FO 
《如 重 刀 ?和 质 氮 何 相互 作用 力 的 合力 ,于 是 


F, = FP + DOF, (1. 11-6) 
J] 
因此 ,第 了 个 质点 的 运动 方程 为 
K 
don ivi = Fed 十 SFU = 1,Z.*,A) Ci. 11-7) 


每 个 质点 者 由 这 祥 的 方程 来 描述 ,全 部 上 大 个 方程 就 描述 了 该 
更 进一步 ,我 们 必须 伴 细 图 明 如 何 计算 质点 间 的 相互 作 用 力 
Fn:， 评 即 描述 原点 系 的 物质 特性 , 称 为 该 物 奈 系 的 本 构 方 程 。 
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平衡 


APR ApS Ae EB ARATE BR Go 
速度 都 为 零 的 运动 。 
在 平衡 状态 AFB. 11-7 ew 
w + dali = 0 id = 1,2.,°°,K) i}. 11-83) 
ALAL BIK RARI 
Sirr ot ` Sye, = 0 C1. 11-9) 


在 第 二 项 中 ,所 ,和 PEI H 现 的 根据 方程 (1. 11-5) 式 ,其 利 
为 零 。 因此 方程 (1. 11-9) 式 可 简化 为 


Sry = 0 (1. 11-19) 


Bl Ry Sb FOP PAR AS BS BA 作用 于 该 变 物 体 上 的 外 力 和 为 零 。 

进一步 我 们 考察 一 个 物体 的 旋转 情况 。 如 果 一 个 物体 的 支点 
E O RPAN FF 的 作用 , 则 该 力 使 物体 绕 品 点 转动 的 为 炬 等 于 
MRR KF AP AKO AA FARE RE 
E. Hn SAR. 11-OAP He-Ne eR, BS RR 
一 1,2,…, 玉 ,再 将 其 求 和 ,并 以 方程 人 1. 11-5) 式 简化 之 ,可 得 


K 
Sor x FP = 0 (1.11-12) 


由 于 〇 点 的 选择 是 任意 的 , 改 我 们 得 到 了 物体 平衡 的 第 二 个 条 
件 ,作用 于 物体 上 的 所 有 外 力 对 企 意 一 点 的 力矩 和 为 零 。 


下 中 体 图 在 分 析 问 题 中 的 应 用 


对 前 面 所 述 的 "物体 "这 个 词 或 “质点 系 ” 这 个 词 组 ,我 们 可 以 

用 更 具体 的 方式 去 理解 它们 。 例 如 ,如 果 一 各 机 妖 处 于 平衡 状态 ， 

那么 它 的 每 -- 部 分 也 处 陡 平 衡 状态 .适当 选取 要 分 析 的 部 分 ,就 可 

得 到 各 各 各 样 的 信息 。 这 种 方法 类 似 于 外 科 医 生 检查 器 官 的 疾病 . 
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用 假想 的 剖面 将 物体 的 一 部 分 切 出 ,然后 分 析 被 分 离 出 的 这 部 分 
物体 的 平衡 条 件 。 将 作用 在 这 部 分 物体 上 的 全 部 御 力 清楚 地 标明 
出 来 的 图 形 叫 自由 体 图 ,而 这 种 方法 叫 自由 体 法 。 
例 1 梅 架 分 析 

在 桥梁 、 建 筑 物 、 建 筑 工 地 的 升降 机 、. 电 惕 塔 . 射 电 天 文学 所 用 
BY ARP FE LAY A ETA. 图 1.7(a) 所 示 的 小 铁路 桥 即 
BL HS. EF ab, beac. EIS TM EE a,b, 
cy BG AR ace” , E ERA td (FA ES Eo HT A e E 
相对 自由 旋转 。 EP aT SE fe ee a 和 i bP Ra 
pn EE eT aA I, CSR RRR RAT 
以 排 阶 来自 地 基 的 水 平反 作用 为。 

柏 架 是 由 细 长 元 件 制 成 的 ,这 些 元 件 目 身 的 重量 与 棉 架 承受 
的 载荷 相 比 是 很 小 的 ,四 此 作为 一 级 近似 , 元件 的 重量 可 以 略 去 。 

由 于 每 个 元 件 都 是 铁 接 的 ,并 忽略 了 自身 重量 ,所 以 元 件 的 平 
衡 条 件 要 求 来 自 连 接点 的 一 对 力 必 须 太 小 相等 .方向 相反 。 因 此 ， 
每 个 元 件 只 能 传递 轴 向 力 。 

Sea ae 点 ) 沽 受 重 鞭 WW。 我 们 希望 知道 必用 在 检 架 
各 元 件 上 的 载荷 。 

让 我 们 首先 计算 两 个 支点 处 的 反作用 为 。 将 整个 尾 架 作为 一 
TE EE, ERZI hI: W.R RA 170. 平衡 条 件 为 

(DHEA HNG AAS 

W—R,— Re =0 
《2) 绕 a 点 的 合力 窍 为 零 
W :3L— Re-6L=0 

计算 结果 为 ;Re 二 RL. 二 W /2 

EK ,我 们 希望 知道 元 忻 ab Mac 中 的 拉力 。 为 此 ,用 一 假想 
MOF ab A ac. FP ob MAR AEC 1.70), 在 切面 暴 
露 的 端 部 如 处 ,有 拉力 Fs 作用 在 元 件 ab 上 ,拉力 F.. FE FATE ae 的 
切面 c+ 上 ,在 支点 a 作用 有 力 W/2( 前 面 已 计算 出 它 的 反作用 为 
Ru). MERKE JEEE HS FP 代表 下 的 太 小 ， 
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WA 
x 十 F asing = 0 
国 8 一 45° ,sing 二 vw 2 /2, 故 得 fF, 一 一 W/w 2， 


fa} td) 


图 1.7 载荷 作用 力 为 W MRE 
(HEE RH SRA Cad.) GREER A LSR HAA W= 
时 ,十 表示 拉力 ,一 表示 压缩 ,在 元 件 46, 如 ,ef 上 的 小 三 角形 表示 作用 在 这 些 
ALO SAHA MEN E: OE ab' 和 ar' 的 自由 体 图 1d) 由 切面 
了 og! Sy RMT Ze OAD PRED 
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求 水 平方 向 上 的 合力 ,得 到 
F acos? + FL = 0 

因此 ,对 8 一 45" 及 Fu Wx 3 P= W/ V2. 

接着 我 们 来 计算 元 件 df ,ef 及 eg 内 的 张力 .经 过 这 些 元 件 作 
切面 ,将 析 架 左边 部 分 当 作 自由 体 ( 见 图 1.762). HAE H 
元 件 ef ARR AAR SP ORO RH MBB OE Vo 
将 所 有 作用 在 这 个 自由 体 上 的 外 力 天 示 在 图 1. 702, 平衡 条 件 
为 

CL) BT ARE ASA A 

Far + Hep + Py = 9 
QRABEBAN RAAS 
W/2+Vi=9 
DA e RAB HAS 


S LHE LHO Fy + 0+F, = 0 


(DS fl ANBAR AS 
Ws pL 

从 条 人 忻 (3) 可 得 y= 一 WW ;从 条 件 (4) 可 得 f= 二 3W /2; 从 条 件 (2) 
T V= W RARD HW, SPB 
SCPE SE BY RAS ABI ATT 

计算 的 结果 表示 在 图 1. 78) 由 于 每 个 元 件 中 的 载荷 都 aw 
成 比例 ,所 以 我 们 可 以 将 每 个 元 件 中 的 载荷 以 W 为 单位 来 表示 ， 
AHER WwW 等 于 1]。 在 吻 架 设计 中 ,知道 某 个 元 件 是 受 拉 还 是 承 压 
是 很 重要 的 (在 两 端 受 压 的 杆 称 为 压 杆 ;在 两 问 受 拉 的 杆 称 为 拉 
杆 ). 在 设计 铀 元 件 时 , 它 处 于 受 压 和 受 拉 情形 是 不 一 样 的 ; 拉 伸 元 
件 可 能 由 于 逆 性 居 服 而 破坏 ,而 压缩 元 件 可 能 由 于 弹性 届 曲 而 被 
坏 。 前 述 方 程 中 Fs Foo Ve Ae SOPSRAFRNIBE BR HE 
图 上 上 向 量 的 方向 ( 它 基 任意 画 的 )。 每 个 元 件 内 冰 力 的 拉 侦 一 正 缩 
特性 是 由 载荷 W 所 确定 的 。 我 们 将 最 后 的 结果 开 示 在 图 1.70) 
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中 ,并 约定 ; 若 苑 件 受 拉 , 则 给 载荷 以 正 号 ;车 元 件 受 压 , 则 蛤 载 信 
Was. FER 1. ?5) 中 ,我 们 看 到 元 件 ab BE. FTF be ,ac 
Reg 受 拉 ,元件 ef SE. 
例 2 FR 

梁 芋 以 弯曲 来 抵抗 人 出 向 载荷 的 实心 元 件 . 图 1.8ka) 表 示 了 一 
个 简 支 梁 , 它 的 功能 类 北 于 例 1 中 所 讨论 的 术 架 ,不 过 村 架 是 用 元 
忻 的 拉 健 或 于 缩 来 抵抗 载 共 ,而 染 是 用 连续 分 有 的 拉 伸 科 压 缩 应 
FIFE TILLEY fe - | 

如 图 1. 8a AR. A IEE RRRA L. OB 
RS ER fe AW. 

AELEKEE EE On Rh RTA A. M EE 
PRERA EE EEEN r Ahe 1 8). SRR 左边 
部 分 的 自 贞 体 图 ,在 截面 上 作用 有 与 该 截面 相 切 的 “ 剪 应 力 ”5 , 垂 
BTR EA H RAR ASEH AM, FERIE 

CDOEKFRAMAANGAAS 

H=0 
(DEBE THES AAS 
S=W/e 
CDE BA Ath A A eS 
M = Sr = | 到 jz 


于 是 ,在 与 左 端 相距 x HRA. RAR ASH SSW, 
FISH M=Wa2/2 由 抵抗。 

从 图 1.800} 64, Si zz 而 变化 ,这 样 的 图 称 为 承受 特 
ERA RA See. AS Se ,就 可 以 计算 作用 于 梁 内 的 应 力 
(HAEL. 11-3177。 梁 一 般 是 根据 它 折 必须 抵抗 的 最 大 弯 谍 来 设 
计 的 。 

例 3 块 体 中 的 应 力 

如 图 1. 96ay 所 示 ,研究 一 端 部 受 压 缩 载 荷 W 的 物 栖 ,物体 为 

一 长 方 体 ,我 们 希望 知道 该 物体 内 的 应 力 。 
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AB RE TE EB t BS UE. 
也 的 地 方 ; 块 栖 中 的 应 
力 是 均匀 的 , 即 妈 处 一 
oe. KRONE M-ARA 
GR ILA rsysr. WE 
1. 9(S) Brae ,xs 办 平行 于 
块 体 的 轴 。 经 过 一 个 假 
FEIT z= 0 FP Ria, 
考察 其 上 半 部 的 自由 体 
E. EHRE * 一 0 面 上 的 
应 为 此 有 一 合力 和 合力 
和 矩 。 与 前 面 一 样 , 应 用 平 
衡 和 条件, 可 求 得 合力 的 
水 平分 量 为 零 ,合力 的 
ER SHREW. AA 
为 零 . 在 这 种 情况 下 ,我 
们 讲 , 作 用 在 平面 > 一 和 
上 的 应 力 是 压缩 正 阐 
力 , 其 大 小 为 
_W 
A 
€1. 11-12) 
其 中 A 是 块 体 的 法 向 横 
训 面 面积 (用 垂直 于 块 


a 


hols 
ror 

r 

nme 


=f 
AN 


fo) 
图 1.8 jm 
Ca) 长 度 为 工 , 作 用 载荷 为 W AT OME 
Sa FF it BE es a SNE RA A h k E 
CRED EWM AA SB He M: Col fe 
Ri bE dhg Re. 


MMi BOA L.A SEA WL 4, FE x 
一 工 72 处 的 截面 上 


(SRAM x 一 0 切 开 }。 因 为 在 该 方向 材料 受 于 ,所 以 应 必 是 下 
应 力 。 它 是 正 应 力 , 因 为 o 是 垂直 于 平面 x 一 0 的 每 单位 面积 的 力 。 
RTA A ARRAY. 

其 次 ,我 们 用 一 个 与 ay LB 0 AED. K 
东 一 个 平面 方向 的 最 简单 方法 是 用 平面 的 法 向 交 量 。 令 /是 倾 射 
面 的 单位 法 向 向 量 (单位 长 度 ),z 是 x 轴 轴 加 的 单位 矢量 ; 册 [v :zx 
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一 cos Qz) Scos. REA BPR ABBR. I 1. 9(c3 
Bras. FES °F ag oR EW EP iv CB Re A AFB 
的 合 方 正好 等 于 一 WW,。 这 个 合力 可 以 分 和 解 成 两 个 分 量 , 一 个 稚 直 于 
该 平面 ,一 个 与 该 平面 相 切 ,部 图 1.9cr) 所 示 。 令 这 两 个 分 量 分 别 
A N F S RICE 1. 9C2)>. 

N = — Weosé, S =— Wsing (1. 11-15% 


W 
A 
Fa Fn 
E 
™ 
a 0 fF 3 
T 
8 -a Y ferso 
Zj | 
上 
了 
W 
Fid mm 
N 987 63 
to} ie) 


图 1.9 FRE PHT 
(Wry BOFRW ARATE AD Oe s=0 平面 上 部 的 自由 
PERI; Co) SR AERE » 的 平面 切割 后 的 自由 体 图 ; CoD HE 方向 将 
作用 力 分 解 为 正 压力 N AJ S: OMER TTR OY TE FT AB oor 随 
PET Bh te oA EA a 
由 平面 > Bre Pe a a ARE A/cos6, 其 中 4 是 法 向 横 
20 


剖面 面积 。 用 NW 和 3 作用 的 表面 的 面积 去 除 NN 和 5S, 并 用 oc, 和 + 
表示 这 个 结果 ; 则 有 
d, =— tos fW /A,r =— sinfeos@W/A (11.11-14» 

它们 分 别 是 作用 在 斜面 v* 上 的 正 应 为 和 前 应 力 。 我 们 给 正 应 力 o, 
冠 以 负 号 ,表示 它 是 压 应 力 。 如 果 载 荷 W 上 反 向 ,使 块 体 受 拉 , 那 么 
平面 v 两 边 的 材料 赵 于 被 拉 开 ,在 这 种 和 情况 下 ,我 们 就 说 应 为 是 拉 
应 为 ,并 给 定 o 为 正 值 。 

好 何 约定 驻 详 力 的 符号 将 在 3. 1 PETC. 

TERA wm 和 前 应 力 z 随 下角 变化 。 如 果 我 们 将 它们 给 成 8 的 
ba ar. BARA 1. 9(e} 所 示 曲 线 。 可 以 看 到 , 当 8==0 时 ,so, 有 最 大 


值 ,而 前 应 力 + 在 OAS RHA RK RAW MA rax 一 去 
Wa, 

Kit PAF RAT BAe. FEAA SE. IE A BY 
A ,它们 在 物体 内 任意 给 定点 处 的 值 依赖 于 应 为 作用 面 的 方向 ,全 
此 应 力 是 与 男 一 个 向 量 (w) 有 关 的 一 个 应 量 (a,r)。 为 了 懈 定 应 
力 ,我 们 必须 确定 两 个 向 量 。 另 外 为 了 完全 地 确定 连续 介 硕 中 一 给 
定点 处 的 应 为 决 态 , 我 们 必须 知道 作用 在 所 有 可 能 面 v 基 位 于 所 
有 可 能 方向 的 谢 面 ?上 的 应 力 。 像 应 力 状态 这 样 的 量 称 为 张 量 。 于 
是 这 个 例子 告诉 我 们 , 许 力 是 一 个 张 量 性 质 的 量 。 

在 国际 单位 制 (SI 单 位 ?中 , 力 的 基本 单位 是 牛顿 ,长 庶 的 基 
本 单位 是 米 , 于 是 应 力 的 基本 单位 是 和 牛 赂 / 米 :, 或 由 (Pa, 为 纪念 由 
斯 卡 》,1MPa 王 1N/mm’ 即 1 牛顿 /毫米 *:。1 牛顿 的 力 可 把 质量 为 
1 和 干 克 的 物体 加速 到 1 米 / 秘 * ,1 达 央 的 力 可 把 质量 为 1 ek 
加 速 到 1 JERK A A= 10 OF i. FRA TERE 
系数 ， 

1 FREA CKef> = 9. 80665 牛顿 CN) 
1 磅 力 =~ 4. 448 221 和 牛顿 
1 磅 质量 ( 常 衡 制 ) = 0. 453 592 干 克 {kg》 
4. BRE BEST? = 6. 894 757 FHA kPa) 
21 


1A / 厘米 : = 0. 100 牛顿 / 米 : (N/m*) 
1 天 气压 = 1.01325 x 10 牛顿 / HK? = 1.01325 ġġ (Pa) 
FE OCH 1 BRE mmHg) œ 133.322 牛顿 / HCN /m?) 
E 
在 4C 时 1 厘米 永 柱 (cmHOy = 98. 0638 牛顿 7/ HEC N/m?) 
1 让 5 粘度) = 0.1 +F- BP / OR? 一 0.1 帆 :种 (Pa ，s) 
1 EHCP) = 0. 001 Oh + #PCPa +s) 

BL SA LRE RAP ARH PT PRO 
VTA 28} FE TR]. ERA AAA BE ARK Se BEA BG H. AD BE RB AK Se RE 
小 的 载荷 ;但 是 两 着 在 相同 的 临界 庶 力 状态 下 都 将 酸 碎 。 因 此 工程 
师 们 关注 的 是 应 力 。 

例 4 ep BA 

卷 察 一 个 等 厚度 . 均 质 材料 的 韦 形 更 板 。 如 图 1. iota FIC) 
所 示 。 在 面 r= ta 和 ?一 十 上, 板 承受 多 名 分 布 的 载荷 ER = 
一 十 上 /2 上 , 板 不 受 载荷 .图 1. 10(5) 中 表示 了 作用 在 边缘 x 二 a 上 
的 应 力 , 单 位 面积 上 它 的 大 小 是 o,; (o,, 等 于 在 边缘 x 一 a 上 的 总 
载荷 除 以 用 平面 x 二 a 所 切 出 板 的 横 鹿 面 面 积 )。 作用 在 边缘 一 6 
上 的 应力 值 为 了 (每 单位 面积 )。 TER 1. 10Cc) ,表示 了 板 在 边缘 
=a 上 承受 前 应 力 rr 等 于 作用 在 边缘 cmH 上 , 沿 y 轴 方 向 的 
总 前 力 除 以 < 一 a 处 的 横 剖 面 面 积 ), 在 边缘 y 一 b 承受 前 应 力 Tyre 
rzacoyyrayyzr 拘 称 为 应 力 : 因 为 它们 都 鼎 单 位 面积 力 的 单位 。 

把 平衡 方程 用 于 图 1. 106) 中 所 示 的 极 。 我 们 看 到 ,作用 在 这 
Rx=—a 上 的 应 力 o., 等 于 作用 在 边 绿 z= 二 a bis... ER 
程 用 于 图 1. 10(e) 所 示 的 板 ,我 们 看 到 ,zx 一 一 a 上 的 SF x 二 a 
EM too y=b A y= h 上 的 5 也 相等 ,进一步 ,将 所 有 为 对 原点 
O 取 短 (应力 XX 模 前 面 面 积 ) ,得 

2a * Ta * 2bh — 2b 1 Ty" 2ah = 0, Ta = Ty 

图 1. oR RSH oo 0, RER., 图 1. 100c) 

所 示 极 的 应 力 状态 用 z,, 一 Ty: 来 规定 。 ORR EH Oars Iy ABY 
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NMA ty te RE FE CERIN 1.1008) 和 (Ce) 所 示 情 视 ) ,那么 应 力 
状态 出 四 个 数 Dax Ty 9 ry Tye (Cy, = Try) RE. AT 弄 铺 两 个 下 标 
符 导 的 意 文 ,我 们 说 明 以 下 规则 :应力 的 第 一 全 下 标 囊 示 旗 力 的 作 
HE ,而 第 二 个 下 标 表 示 力 的 作用 方向 。 于 是 , 例 3 来 尾 所 提 玉 的 
应 力 的 张 量 特征 在 本 例 中 就 变 得 更 清楚 了 ， 


Y ¥ 


EET 


H! oo 
i 


ty 
A) 
x 
" 


PELE EEE 
MT 


ee TTT 


(a? (b) Ke 


图 1.10 平板 中 的 应 力 
Ca) ye 平面 板 的 侧面 情况 ,作用 在 平面 上 的 应 力 oi y WEZ: xy 平面 平 
板 的 情况 , 正 许 力作 用 于 场 制 x 辅 的 平面 ,并 在 r A E EEN > 作用 
EHA y 铀 的 平面 ,并 在 AE OWRD rys 是 单位 面积 上 的 力 , 作 用 
FEAF: 辅 的 平面 ,并 在 y 办 方向 上 .如果 横 埠 = 轴 的 平面 的 外 法 向 指向 + 
轴 正 方向 A r** 为 正 , 即 指 该 应 力 指 庙 > 轴 正方 向 。 如 果 是 指向 荆 轴 负 广 向， 
SU] re 为 正 , 即 指 该 力 指 向 RAAT. Seah, APA FEAF > MRR 
.， BEB: Fae 
例 5 一 个 充 压 球 这 
如 图 1,131(0) 记 示 ,; 一 个 充气 的 字 球 球 辟 是 受 拉 的 。 我 们 很 想 
eS ARTY A ei BARRA Pia Bie ee 
切 开 球 , 并 把 半球 作为 一 个 自由 体 来 研究 ,如 图 1.11. F 
党 的 内 举 径 是 7z,, 让 半径 是 ro ER Arr. AE p SFR EAS 
上 ,作用 在 半球 上 的 合 于 力 是 xr?pi, 党 璧 内 的 正 应 力 是 不 均匀 的 ， 
计算 这 个 正 应 力作 须 应 用 一 般 公 式 ( 第 10 章 及 以 下 ) ,但 是 计算 壁 
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内 的 平均 拉 应 力 是 很 容易 的 。 今 二 as> 是 作用 在 垂直 于 球 辟 面 5 即 
经 过 球 心 的 营 ) 上 的 平均 正 应 力 。 这 直径 的 平面 上 的 壁面 积 是 ri 
一 m7。 由 壁 应 力 而 来 的 总 拉 人 种 力 是 irn eS, A AR 


衡 要 求 


ta 


Æ i- it 


{b> 


AERE 


Cai Ft He AE A RR in 为 内 径 ,r Hebe A ARE, 
A po CDA BRA. PAR Aah FT ERB ET AP oH 
ERCA RKP ERAT. Ao RAT RST PR aA 
AEA SRT APA. o> ER PCH HSE 


ziri — ri) a= nrp, (1. 11-15) 
a — r oO TPU 
或 LS >= p, Por fir tr €1.11-16) 


(o) 


图 1.12 抵抗 外 周 压力 的 
EK Fo 7h 
是 r,=sri 一 rr 上面 方程 简化 为 
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这 是 一 个 有 十 的 公式 ,适用 于 厚 壁 
LA Se Ta BE ER FS 

如 果 压 力 pe EAER H Ahi 
(图 1. 12) ,在 壁 内 引起 的 法 向 应 
力 是 


np 
SF Alr, tr) 
(1.11-17) 
fez 301 BR = Ae Bl) Sb SBA PN BS A ep E 


Fy BPR EE SW mr hd 


一 《1. 11-18) 


We ZEBRFE 

Go TRA DE A BREE. mE 1.13(a) 所 示 。 用 两 个 
EATERY ORR. ATA Pe 
环 切 成 两 半 FHF ARS RRA 1. OAR ae. 作用 在 


图 1.13 #EAR 
a) 由 通过 圈 简 轴线 的 平面 切 荐 的 简 赏 ;<6} 自 由 体 图 :上 巾 两 个 正 交 于 轴线 的 
平面 和 包容 轴线 的 第 三 个 平面 切割 而 成 ; Co EE 
Ze hE) gh dA 


PAO CD LAMABAFTRE FHA PRA OG 
的 方向 ,因此 它 用 o Rm. SRS RI RRR os 的 
精确 分 布 情况 (AIR <a> SR E o 的 平均 估 的 话 , 则 
<> UMA Gr LRA ERM CD AREN. Bip 
地 ,剖面 EF 内 的 拉力 (图 1. ONEENS rr LL. TERE 
内 侧 压 力 的 合力 是 ripe HPA KARL HERRS Ee 
平衡 条 件 要 求 
2 < cp r= 2 (l. 11-193 
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因此 
rp, 


— r, 


ty 全 一 > C1. 11-20) 


它 是 另 一 个 非常 有 用 的 精确 公 云 。 

如 果 用 一 个 型 直 于 圆柱 轴 的 平面 将 柱 壳 切 开 ,并 考察 作为 自 
由 体 的 在 半 个 容器 ,如 图 1.13te2 所 示 , 我 们 就 可 以 检验 轴 问 应 力 
ov 的 平均 值 ,os (AERA T 2 RAME rA. RINE 
意 到 o. HAMAR cer). AAR ARs 所 作用 的 表面 
在 轴 向 的 投影 面积 等 于 xr*。 因 此 , 汕 力 在 轴 向 的 平衡 孚 出 


trip; =< og, > niri Cr) (1. 11-21) 
或 
o> Pi (1. 11-22) ` 
Lr ， 
yy FE BE AE (TF roo =A, ter, =r A AR E A SA 
— TA a TP p 
J p? <d, D> = Dh (1. 11-23) 


简 支 梁 理 论 


考察 一 个 均 生 .各 向 间 生 、 虎 克 材 料 的 具有 和 矩形 横 前 面 的 棱柱 
ERE 1. 14(a) 所 示 , 在 其 两 端 承 受 一 对 大 小 为 M HS. 
REDMON ERA RRA MON OSS he 
ER ARS RR. 1. 14am. ANS TRAE SA 
FER) HAR RLS, SPR AR I. EE 
FRY KR. 选择 zyz 直角 参考 标 架 ;以 r Ra, 
y MEAS z+ 但 位 于 弯曲 平面 内 ,z AS M y 14 
(a). SRB NEP LO ee T RA 
楚 ， 

梁 的 挠 度 可 以 由 形 心 面 ( 当 梁 处 于 无 挠 曲 位 形 的 情况 下 y=0 
的 平面 ) 的 浇 度 和 相对 于 这 个 面 的 任 一 位 移 来 描述 ,考察 两 个 相 邻 
的 横 剖 面 4 和 五 ,在 粱 未 加 载 时 它们 垂直 于 y=0 HF. YRS 
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HR APE A BER EH ALB ENDRET 
图 绝 , 见 图 1.14(c)。 由 于 对 称 ,4' 和 B' 是 平面 ;又 由 于 对 称 ,它们 
EHETE OM. C6 DNAS BEA RR A oS 
HH aA Aa dé a SE ORL A Rodo EE OR EE RA 
y 处 的 线段 长 度 是 (R 二 ydo, RAB BIE ydd, CRRKEE 
Rað bE IAT BI AE 

err = E | C1. 11-24) 


1. 14 REPRIT 


OSCARS OLEATE MENT RATA CORSA 
论 RA TEI cy VANS RAR PAE. ad Hi 4A 和 五 及 (8) 中 的 
A! 和 B', 卫 为 中 性 面 的 曲率 半 么 ,坐标 系 (<,y,x) 建 立 在 该 面 上 3 Co) GEEA 
在 暴 横 截 面 的 分 布 情况 ,在 中 性 面 上 次 曲 庶 力 为 怜 。 EFWE F, GBEN 
与 中 性 面 正 交 的 横 截 面 洛 y 轴 是 线性 函数 分 布 关系 
和 应 变 e:- 相 对 应 的 应 力 为 wx*。 现 在 我 们 假定 仅 有 应 力 分 基 
22 ETS ,而 9, 二 0 二 Ty 二 Ty 二 Tx 二 0。 则 根据 磺 克 定律 有 


aa = Ee, = ÉE 2 .《1. 11-25) 


RRA AAS EEA. WAJER AE. Bp 
27 


| d dA = 0 (1. 11-263 
a 


此 处 4 AR Al dA RAM FARO MRET RR 
BY. EG. 1-259 RRA C1. 11-26) 095 Bl 


| ydA = 0 (4.11-279 


IA EAU EBA RO FT RATT 
点 选 在 形 心 上 的 理由 , 形 心 平面 y= 0 在 弯曲 时 不 受 应 力 [ 根 据 方 
程 (1,11-25)j, 在 此 平面 上 材 兰 的 质点 没有 贺 向 谱 变 ,因此 这 个 平 
面 称 为 染 的 中 性 面 。 

SH 0. 8 2 轴 的 合力 短 必 定 等 于 外 力矩 OM. EB EIR 
MART MIR d4 上 的 力 odda AA ys Hit See 


M = | vonda (1. 11-28) 
EFEO. 11-25) 代 入 上 式 得 到 | 
M = Z| yaa (1. 11-29) 
Re SUE HE r A ARE OSPR RR. 
[= | yda (1. 11-30) 
那么 上 面 的 方程 可 以 写 为 
wae amsa, as% 11-31) 


式 中 上 是 从 中 性 面 到 横 前 面 边 缘 的 最 大 距离 , 见 图 1. 14a), 应力 
a. 是 粱 上 的 最 大 弯曲 应 力 ,由 于 它 是 梁 横 剖面 外 缘 处 的 应 力 ,所 以 
丈 为 外 纤维 应 力 。7 是 机 前面 的 几何 特性 ,对 于 图 1. 14(e) 所 永 的 
BW hE 6 OE RITA c= SAI jor. 

RRL RIN i ay TA eT EA 
应 变 。 对 于 如 图 1.15 所 示 受 一 般 载 蓓 的 楼 柱 形 梁 , 我 们 能 不 能 应 
用 这 些 公式 呢 ? 这 些 公式 能 不 能 用 于 变 剖面 梁 呢 ? 回答 是 :虽然 角 
不 再 是 绝对 的 正确 ,但 从 经 验 上 看 却 出 奇 的 好 。 基 本 理由 是 ,在 一 
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A TER T GORTER BY BE 
AY ie H E a BS a ta 
度 相 比 可 以 忽略 。 因 此 一 般 说 来 ， 
平 前 面 保 持平 面 的 假设 是 令 人 满 
EAJ J ABP A UA oy A A.l 
-24) 到 (C1,11-31) 对 梁 来 说 在 一 定 。 图 1.15 有 分 布 载荷 的 梁 
程度 上 是 正确 的 。 


| a EA 

( ER 根据 这 种 经 验 性 的 考 

2 HE PR RT AT WA SF AF N i RT 
FRO. Blin, FRB 
1.16 BPA RY RE 


[ad 32 ec 
— aze ”曲线 (中 性 面 的 挠 度 ) 为 9 
4 (xz)。 当 yz 很 小 5 远 小 于 
BER 


Be iS ie BED mE H H T 


a tee 


_ | | | 以 近似 地 用 d®y/da? 来 表 
和 H hi mo FER A PE. 11 — 319 
7 HEETE 
HEE- dey 


1 
Ta = — Mex) 
dz* EI 
图 1. 16 PURIR 7 
(1. 11-329) 


EASE 2S AIF A IT IS TE RE RRE ytx)。 边 界 条 


件 是 ’ 
fey Se CEE AE A IE 
y=, 53 = Q (1. 11-33) 
De SC CEE ALA HE) 
y= 0, =o ci, 11-34) 


E ely i CE E AA BY 7 23 ED 
29 


> dey 出 
ELS , TA = (1. 11-35) 
CLER 1. 10. BT mha tA Ah EEA ERA, 为 
了 解释 最 后 一 个 和 茶 件 ,我 们 要 画 忆 习题 1. 21, CAGE M, A 
SA S 和 每 单位 长 度 的 侧 向 载荷 z 之 间 由 如 下 方程 联系 
dM d5 
Tr 一 ”二 一 一 w (1.11-36» 
但 因为 M=Eld yidx’, 如 上 面 所 指出 的 那样 我 们 必 有 5S= Erdy 
fdzx*, . 
An RR) CA TE eyo re ae AR 
Him SARA A 1/R 的 精确 表示 式 , 它 导出 了 下 面 的 方 
程 以 代 幸 方程 61. 11-3298 


TACEREA } = MO (1. 11-37) 
以 图 1.17 所 示 的 左 端 
E Sc See {EL Sa A ER EE SR 
; - A) 小 搁 度 情况 为 例 来 研究 。 在 
Z x 此 情况 下 ,方程 41. 11-32) 
的 右 侧 为 常数 ,将 该 方程 积 
国 1.17 AROS 分 可 以 得 到 
ya) = Me + Ax + B (1. 11-38) 


Hoh A MB RESHMA WE 20 处 y= 20, BA 
A=B=0, REA 

M x 
Y= ET? 

在 这 一 特殊 情况 中 ,因为 以 一 常数 ,自由 端的 边界 条 件 也 满足 。 
(OF de AE TR EERE RAFO ERREA 
两 个 端 , 每 端 有 两 个 边界 条 件 , 因 此 有 四 个 边界 条 件 ,而 微分 方程 
La-32) 仅 为 二 阶 , 我 们 有 足够 的 任意 常数 去 满足 全 部 的 边界 杀 
件 吗 ? 根据 实 你 情况 来 着 ,回答 是 ; 否 。 然 而 进一步 的 研究 指出 , 必 
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€1.11-39) 


ah HRT FB 1. 11-32) 与 方程 51. 11-36), 7 SEB EF) MRA te 
用 下 深 的 微分 方程 。 于 是 一 般 方 程 必 须 是 

ds iM d dy 

w= ir = fol zI Th] 

ERIN RO} RENE MEANT aR te ae RERUN 


GE 


C11.-40) 


EI 2 = wx) (1. 11-41) 
a 


方程 (1.11-40) 基 一 个 近似 方程 , 它 仅 仅 在 楼 柱 形 梁 的 纯 弯 请 
沈 下 放 是 精确 的 。 但 我 们 却 常 常 利 用 它 来 描 玉 一 般 情 况 下 甚至 变 
前 面 深 的 撕 度 。 通 常 它 为 细 长 梁 提 供 了 一 个 很 好 的 近似 解 。 只 有 
EF EE A KE HIRE EHA t i Se a R L 
T SFERE, ak PT PR AER. 


>) jf 1 


1.1 ORAS RRRT RAR RA) EK EK R 
与 此 业 亿 的 宏观 例子 , 即 改 变 物 体 的 结构 使 之 更 容易 变形 。 

1.2 当 预 混混 妓 土 卡车 将 混 闭 土 蔓 入 建筑 场地 基 时 ,混凝土 可 作为 连续 六 
体 处 理 。 类 但 地 ,不 谷 在 地 下 仓库 的 粮食 谢 道 诗 流动 时 也 可 看 成 流体 。 
日 好 ,太阳 黑子 , 火 出 爆发 后 的 迷 岩 也 同样 可 看 成 流体 来 处 理 。 举 10 个 
座 上 节 例 子 揽 述 这 种 固体 能 像 流体 流动 的 现象 ,并 和 连续 介质 概念 能 
送 用 于 这 些 情况 。 

1.3 考 上 处 这 样 一 种 情况 ,你 将 科 字 宙 飞 船 返 厅 地 球 ,你 将 面临 渤 入 地 球 大 气 
层 时 摩 握 生 热 的 问题 .对 于 气体 , 磁 擅 加 平均 自由 程 的 长 度 是 分 子 之 间 
THERI PER., 对 地 而 上 km 处 的 空气 ,平均 自由 程 是 8X10- 
cm; 在 100km, 它 基 9. Sem: E 200km, E Æ 3x 10tem。 在 分 本 再 人 大 气 
层 的 宇宙 飞船 周围 的 空气 流 时 ,允许 用 连续 介质 力学 的 方法 吗 ? 在 什么 
范围 和 什么 样 的 目的 下 ,空气 可 当 作 连续 介质 ? 从 安全 考虑 ,你 将 不 得 
不 解决 哪些 问题 ? 

1.4 HRB AEA ATOR AR RRL AT EY lem EA E 
块 需要 切除 。 该 病变 皮肤 切除 后 ,需要 移植 一 块 正 常 皮肤 在 切除 部 位 
31 
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Sk SS 7 OR — a Se ER ER 
获得 最 好 的 结果 ,首先 应 确定 "最 好 ”的 含意 ,正常 皮肤 怎 祥 在 手术 中 存 
活 ? CRO? 你 想 看 到 的 最 后 结果 是 什么 ? 你 能 将 皮肤 着 
成 连续 介质 吗 ? 你 将 用 连续 介质 概念 的 哪 种 方法 处 理 这 个 癌 题 ?对 不 同 
的 搞 变 部 位 (例如 ;在 脸 上 , 手 上 , 背 上 或 腊 部 ) ,你 会 用 不 同 的 方法 吗 ? 

在 一 个 城市 要 建 一 座 100 层 楼 的 高 模 。 要 求 你 设计 一 座 在 建筑 过 程 中 
运送 重 物 的 升降 机 。 作 几 种 不 同 的 设计 方案 ,并 从 中 选 出 一 个 方案 , 解 
释 选 择 这 个 方案 的 理由 。 . 

一 个 工程 师 看 到 一 个 如 图 Pl 6ta2 的 简单 格 架 。 他 感到 在 这 个 闪 架 .上 
加 上 一 个 元 忻 AB 能 使 之 吏 安全 .如 图 P1.6t6) 所 示 。 MATHER 
T ABCD ACBD 和 AD 的 娜 一 个 由 于 意外 事件 而 断裂 ,该 检 架 都 
不 会 立即 个 塌 。 现 在 ,具有 自动 防止 故障 的 结构 日 欧 受 到 重视 ,特别 是 
像 飞 机 .桥梁 和 索 船 这 类 交通 工具 和 设施 ,由 于 引入 的 元 件 AB 改变 了 
HH. WE BBR. ea Pl. eo Bras de 
FATAR ABU. SET RRRA ER A EP. OCA HS 
keep sce SR A A? a E 用 这 些 附 加 
ai th on fe HAE TA ci See? PE RETA RSH ee 
HAT 

注 ; 如 图 PL GRRR E A D ESHA TREE ATE 
SAJA OF 7 Bb b BB aS HE —- BB SE o 


E Fl. 6 
whee: Phe 
hn) EBB EBER Ap Se ae FA: -个 太 理 石柱 , 像 
AM RPERENTR AL. PERAK A GHE AS a MRAM 
一 个 支点 。 fe ee Ea et TA = eo, oe Pi. ?, 查 柱 在 该 处 
BERT. AAT 


1. 


r 9 


10 


~ tl 


图 P1.7 MenABotae 
1.8 ” 当 我 们 用 脚尖 直立 ,或 者 
PRPA Ta 


前 交叉 胁 带 中 的 拉力 是 相 | -一 
当 大 的 ,说 明 这 一 点 很 容 of ~ 9 
易 。 应 用 与 测量 弓 弦 中 或 图 P1.8 ， 蓄 中 拉力 的 测量 


樟 皮 弹弓 中 控 力 时 所 用 的 

相同 的 硕 理 ,可 以 制造 一 个 拉 仲 讨 。 试 设计 这 样 一 个 拉 促 计 。 

提示 MRIS WE P1.8 所 示 , 并 且 侧 辣 力 引起 捞 度 角 6, 证 

AH T= F/ Cing), 

ish HY $e T a] — Set R PEA EREK TA E LE H SE : 

(a) $85 SF FPR he ea A a E a GO ES 

Hi. 

()—T RSET ORFE A ORNS. 

试用 适当 的 自由 性 图 定 基 地 讨论 这 些 情况 。 
医 尘 总 是 把 手指 放 丰 动脉 上 
“SEEK”. ERE Ik FARE ie 
fy RiR Fh 
il. 

— Py Al BRE BA AL EL 

内 压 比 大 气压 的 外 下 大 P IÑ. 
用 我 的 手指 头 压 在 气球 上 ,我 
Mette F RS? RERE 
的 压力 刚好 是 Pi Ha ee 
HI SF HSL Ay o 
提示 考察 手指 下 气球 的 一 
小 片 的 自由 性 图 。 海 虚 手 指 下 的 部 位 变 次 一 个 平面 时 的 条 插 。 
一 个 男人 县 另 一 个 男人 的 两 偿 高 。 概 设 他 全 完全 相似 ,并 正好 做 同样 
姿势 的 体操 动作 。 在 他 们 骨 尖 和 肌肉 里 举 受 相同 的 诬 力 吗 ? 


图 Pl.10 mora RAR A 
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BR RER YHE 2. RORY ao ir A AE te s, 4H eR 
LANEZ., 

肥 气 港内 气体 压力 为 pp， 

p=de/R RI p SRO 

张力 = 和 半径 并 的 天 

ae. Fle Ba ae FF di W 

定律 CLaplace’s) tt si = 

这 个 方程 。 

了 肥 一 个 吸 量 管 , 中 疗效 、 ; 
AET AEG. wi P1 12 小 了 肥皂 疱 缩 进 大 娶 皂 起 内 

个 气泡 ,一端 一 个 :一 个 是 去 气泡 ,个 是 小 气 往 ,现在 ,打开 中 虽 的 党 
" BEIR fe 9 SE ALE Sy RT A EE? 
iA FSA. 

答案 PRTA R. 

k ARKI, FRAKA. A A AE ZAR A a A 
MRR BOF WS RRRA. KE BE EH A R A A E E 
J1 1R PRA. ARR S A 3 AROR R bie SK 
SET A Re TEAS L12 hiie RA Pa RA 
AR WRAN BE AE es BA BAD tT Pi PB ae TA S BR ER SAP 
Ps Tk a A PAT Ae ok ee RD AE h F 
SUF? JERR) BRET A? 

提示 :哺乳 动物 的 肺 是 如 此 精妙 地 组 成 ,以 至 每 一 个 脑 泡 的 壁 世 国 时 
是 男 淖 两 个 相 邹 沛 汇 的 壁 。 央 此 ,上 肺泡 璧 更 淮 确 地 应 该 说 成 是 肺 袍 中 
Pra > HARA A H Ark pa A TE BY 

令 MRRP SAS Hm w Be. APH Pl. le 所 示 
BY Fa HE EHEAR 


c aM ds 
dae? da? 
Fagin 
dm _ 
dat 


wdx 


ttit 


í ) 
Al P Mi t aM 
S s+ds. 
=- -4X = 
图 El.14 一 般 柔 的 平 街 
1.15 利用 问题 1. 14 中 推导 的 微分 方程 , 试 求 图 Pl1.15t4) 和 5) 中 所 示 滩 
在 单位 长 度 的 载荷 


w = asin ans 
L 


tPF a SS Rae 


ia 


(b> 


图 P1.15 AES RAAT RS h 
(a) BO BAI E h a es COMER 
116 一 个 重 W BH ARB EX RAE EN HME H RAR, ARS 
Hi Kitt Ms ,木板 就 会 破坏 。 试 问 在 何 处 6z? 木 板 会 破坏 ,人 掉 进 河中 。 


ER co Lt AK YE RP KLM /We 
1.17 —~SPRRS BD F mE 17 所 示 . RECHT 
Se BE. Ae AB TG a FER? 
RAAE A EAS E PMA DR E H a fA aK — FL? 
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图 riis 一 个 人 走 过 一 块 木板 

RO PEE BOR Sc E A 点 简 
x. EEA 点 的 阻力 不 能 单独 由 静 力 学 算出 ， 
所 以 称 它 为 静 不 定 染 。 为 解决 这 一 向 题 ,我 们 
-O PARREREN AE. 

FES -种 方法 。 取 走 A AeA UR 

RARE. RUTEBR BRM P IEH A 


图 Pl1.17 Sem SERE. WEA SD. CS PRE, 
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其 次 ,考察 端 部 受 RAMA-TEBER. 
这 引起 A 端的 挠 度 为 3 。 实 际 上 ,A 端 是 不 移动 的 ,因此 ov 十 8 
一 0， 我 们 可 根据 这 个 方程 计算 玉 。 已 知 玉 后 ,我 们 就 能 完成 弯 拒 图 。 
-ARER EREE 
Pi-1853, E A {R a E m A a k, 
而 是 刚性 地 连结 在 基础 上 ,从 而 
PEAR HEM AER. ET 
Ais ae it RE AE Se AE PE 
解 ” 首 先 去 掉 一 个 支 座 : 使 得 问 
题 成 为 静 定 的 。 计算 出 于 载荷 P PLE PTER 
而 在 除去 支 座 的 位 置 处 所 产生 的 找 度 。 接 着 ,在 去 掉 支 座 的 位 置 上 作 
用 一 个 力 R, 并 计算 该 点 的 位 移 。 
SRA XK BRS ROE WE PRET UT BRB RA 
FA. AAIE ys Ae Ss ee ee. 
一 阵 强风 吹 到 棕 攀 树 上 ,如 图 P1.19。 在 树干 上 每 单位 长 度 的 风 载 是 
w=kD Re 轧 是 树干 局 部 地方 的 直径 ,* BOR BRT REE 


样 随 高 度 变 化 才能 使 从 顶部 到 根部 
对 风 的 弯曲 是 等 强度 的 ? 注意 树干 
ma Meyer ey D' 成 正比 ,外 层 
SFE AY en A EE F Me~ 
MD, BP M ABH. Mp 
AB Ay EE 

ER “ 设 zx 和 # 是 由 树 顶 向 下 
测量 的 。 在 x Hse 

M(z) = | (r — KD(dé, 


在 外 的 最 大 弯曲 应 力 正比 于 MM 图 Pi.19 BORE Reb 
(TID (UT)。 这 样 ; 问 题 就 是 要 确定 一 个 使 MDD DAWA D 
Cr), REER. PR DO = TR oe" ,并且 证 明 mr 一 1。 该 树干 
BRR TREE. 

空气 动力 学 理论 中 最 出 色 的 理论 之 一 认 尼 :使 一 架 飞 机 具有 茹 小 诱导 
阻力 5 举 起 重量 所 引起 的 对 向 前 运动 的 空气 阻 访 ?的 最 好 设计 是 具有 
椭 贺 分 布 载荷 的 设计 。 这 里 的 载 敬 指 的 是 每 单位 去 展 的 气动 举 力 。 顶 
男 分 布 载 荷 的 意思 是 从 翼 尖 到 惨 失 的 举 力 分 布 是 椭圆 的 . 令 工 是 从 飞 
机 中 心 线 测量 起 沿 惨 展 的 距离 。 令 5 是 半 翼 属 ( 从 中 心 线 到 翼 尖 的 距 
离 ), 因 此 这 个 定理 的 意思 是 ,如 果 举 力 按照 公式 


立 
liz) =e 1- 


ADAP REAR RTK RNR FEI. ARAETA 

M. 

R CLARA HR. CARS ER AAIR P r 处 的 

FTE Ma). Be lt SP Ba A 8 A oh Pap EL $5 eh S| E HE 
如 困 升 力 分布 近 似 地 由 方程 (x) = Acos ( wx /2L) Hk, OBA 

弯曲 刚度 为 Err), 求 出 机 票 失 项 部 相对 于 根部 的 挠 度 。 
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Yani 


|) xed 
| ly 


图 Pi. 24 作用 在 机 枝 上 的 最 优 的 椭 图 分 布 的 空气 动力 载荷 
ey Af fe: — PS TE SE RH aT 
PF AY 20-FL PE Tg tH RE P, 
sok, i Pi 2, A 
{TE PRR P AE, 
20 2 Hil AY SE PE E 


FREE A PE , | , 
(acuta, 2c A Fad PRS pi E 图 Pl. 21 悬 渗 在 等 渗 溶 液 里 的 红细胞 
AA SH SER aly GS BBE fe i AE PY 


HEEM AL 6 Da RARE MAA p 与 外 二 
Ae 2H. WHS Hit amt? 该 结论 在 生理 上 有 向 重要 意 尽 ?了 
图 PL 22(a) 表 示 一 个 大 在 工作 . 图 PL 2A EME 
BRR RMS ASK a bE. A Pi 22tOR REREAD SE 
OPA A: EPRI See. AT 
WSR HRA ARS AHA. t THEE AaPoORR I E 
ae AL BS A A HE OL A L A PR T E a A E G a T 
Of Reb, SH etA WwW DRA 2 ea. EA T HER 
ASHLEE? 作用 在 簿 推 竖 了 并 山上 的 张力 是 名 少 ? 设 这 个 人 和 与 你 
自己 的 后 寸 一 样 。 

下 背部 的 六 痛 是 一 件 从 脑筋 的 常见 病 , 以 至 有 人 时 得 用 应 变 片 来 测 
量 作用 在 病人 的 盘 状 物 上 的 力 . 曾 发 地 , 当 举 起 一 个 很 沉 的 重 喷 时 ,如 
RPA EE Bg BS A Ad Be R. 
得 不 到 相符 的 结果 。 图 Pl. 22ORmR—-TRBALESH BAA. 
证 明 有 一 个 大 的 腹 都 和 一 个 强 柱 的 腹 遇 ,对 这 种 劳动 是 有 帮助 和 的。 


(op 


图 Pl. 22 4-TtAPRPN FEAR PHRE 
2: 4 Schultz, A. B. soad Ashton-Miller,]. A. : “Biomechanics of hw- 
man spine. "In Basie Orthopaedic Biomechanics red. by Y.C. Mow and 
W.C. Hayes,Raven Press. New York,193] , pp. 337-~ 364. 
图 P1. 23 EMAS A Giovanni Alphonso Borelli, 1608—1679) %6 — 4 
Bi De Mau Animalium >( 3 F at fiz aso PAA. A F 1680 年 
(35 — B47 1681 年 (第 二 部 分 ) 出 版 .最 近 由 P. Maquet PERE. 
这 鼻 图 显示 了 一 个 人 搬运 一 个 重 物 的 情况 .有 几 个 部 分 被 剖 开 以 显示 
FAMA ze fe] Pee. 当然 用 自由 体 图 能 必 进 一 步 的 图 明 , i 
当 一 个 70kg HAUT 30kg 的 球 行 走时 作用 在 获 关 节 的 必用 力 太 


ay. 
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BB Pi. 23 摘自 183 FIRS Pa (able Vi, Fig) 


were 


—T RMAs RASA Se. KERB HE 


all 


2.1 向量 


企 三 维 欧 几 里 德 空间 内 的 癌 量 定义 为 具有 一 给 定 大 小 和 方向 
的 有 向 线段 。 我 们 用 4 让 ,PQ,… SRA RSE a uv FT ,表示 
HE.. 

MAT A ERA ADA ih]. MAA SS , BE 
位 向 量 是 大 小 为 1 的 向 量 . 用 0 表示 的 零 向 量 是 大 小 为 零 的 问 量 . 
ROH ABI. [eel ev 分 别 代表 4 让 wwr 的 大 小 。 

两 个 向 量 的 和 是 用 “平行 四 边 形 定律 ”得 到 的 田 一 个 向 量 , 例 
如 ,可 写 为 A 让 十 了 C=AC。 向 量 加 法 遵从 交 模 律 和 结合 律 。 

用 一 个 数 乘 一 个 后 量 产生 另 一 个 同 草 。 若 才 是 一 个 正 实数 , 则 
ka 表示 方向 与 4 相同 ,大 小 为 点 倍 大 的 一 个 向 量 .如若 上 是 负 的 ， 
则 ze 是 一 个 大 小 为 和 的 全 | 税 ,但 方向 与 z 相反 的 向 量 。 若 二 一 0， 
A 0: ao, 

向 量 的 减法 可 以 定义 为 

a — $ = a + (— È). 
如 令 eserse, 分 别 是 mvzrayzs 轴 正 方向 的 单位 向 量 ,我 们 可 
' 4] 


以 看 到 坐标 轴 为 niron 的 三 维 欧 几 里 德 空间 中 的 每 一 个 向 重 
都 可 以 用 ee. Me, 的 线性 组 全 来 表示 。 而 且 , 若 向 量 z 用 线性 组 
RARA | 
u 一 Ne -F Mag, + agga (2, 1-1 
其 中 moup Æ u Hsr u FY IE RE Cu stesia) RT 
ABZ je | BY ACD A 


laj = J ui 十 uz 十 23， (2, 1-2) 
FE {234 ej) =u, Su 0 Af se 0, , 
a fly 的 数量 积 ( 或 点 积 ) 用 &， +r 表示, 可 用 公式 定义 为 
r= je]|vicos? (OF xz), (2, 1-3) 
式 中 3 是 给 定向 量 之 间 的 夹 包 。 这 个 表达 式 代 表 了 一 个 向 量 的 太 
小 和 第 二 个 应 量 在 第 一 个 向 基 方 向 上 分 量 的 乘积 , 即 


wer = (Ake He Haw) (2. 1-4) 
如 果 
u = el ts T Hag K = Me, 十 Vig 十 Tses 
这 两 个 向 量 的 数量 积 也 可 己 用 分 量 来 表示 ; 
M+ = ut 二 (2. 1-5) 


两 个 向 基 的 数 基 积 是 一 个 数量 ,而 两 个 向 量 ## 和 wv ees 
【或 飞机 财产 生 另 外 一 向 基 w RITS A wur, w PEDEN 
| ， 

jw] = lullrlsing (Om Pn), (2. 1-6) 
AF Oia fly SHER ow Ae EAS u Ale AR 
的 平面 , 依 此 法 w,v,w 形成 右手 系 法 则 。 向 量 积 满足 下 列 关 系 : 


uK K= ty * aw) 
uw = 
X= 


(2. 1-7) 
E Ke =@, xX @ =, K @, =O 


E OX € = EE; X Op = Pi E, X OC) = E 
hu Xu su X kv = ku Xx y. 
42 


利用 这 些 关 系 ,可 将 向 量 积 用 分 量 表示 如 下 ; 
H x< P = (tists 一 一 Ua Ie, + CT =~ U1 U3 Je, + (wUz — Wav Jea. 


(2. 1-8) 


22 问 量 方程 


问 早 分 析 实 质 是 用 符号 来 代表 物理 量 或 几何 量 ,用 一 个 方程 
表示 一 个 物理 关系 或 一 个 几何 事实 。 例 如 ,如 果 有 一 个 质点 ,作用 
FREM AA FYE oe PO ,那么 ,我 们 可 以 说 ,这 个 质点 的 平 
衡 条 性 是 

FO 4 FO 4 we f FM =O, (2, 2-1) 
EA A Sb — PIS RTT. Roe 是 一 个 单位 向 量 ;p eT 
数 ,那么 下 面 的 向 量 r 的 方程 代表 一 个 平面 : 

r'n=>p (2, 2-2) 

这 种 表达 的 意思 是 ,满足 上 述 方程 的 
向 径 > 的 端点 轨迹 是 一 个 平面 .几何 意 
义 是 很 清楚 的 。 称 为 平面 的 单位 法 癌 
EHHE n 是 确定 的 。 RB a fh 
表 r 在 n 上 的 数量 投影 。 方 程 (2. 2-2) | p 
WE WRS RE n 上 的 分 量 是 一 常 LV 
数 p oy aT AT aS r, AY BB —~ 
面 。( 和 参见 图 2.1). 图 2.1 平面 方程 :== p. 

圾 一 方面 , 昌 然 向 量 方 程式 很 精 
简 , 但 并 不 总 是 很 方便 , 面 笛 卡 儿 引入 解析 几何 在 那里 向 辕 用 它们 
对 于 固定 参考 标 架 的 分 量 表示 ,确实 是 一 个 很 大 的 贡献 。 那 么 ,对 
于 一 组 直角 向 卡 儿 坐标 轴 口 一 zyz, 方 程 (2. 2-1) AC 2, 2-2) 可 分 
WS A 


SFP = 0, SPO =0, SUPP =0, (2.2-3) 
fmt im} 7 一 : 
ax + by + cz = p, (2. 2-4) 
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AP FRP FEP ,FW QR POM FBS O- aye Ha Bic, 
322 代表 rr 的 分 量 ia:eic 代表 单位 法 向 量 nH. 

为 什么 选择 解析 形式 ? 为 付 么 我 们 语意 条 牲 癌 量 符号 的 简洁 
HIE? 可 答 是 人 们 喜欢 用 数字 来 表示 牺 理 量 . 更 确定 一 个 向 径 ,用 
一 组 三 个 数 (z,y,2) 是 绢 方便 的 。 要 确定 一 个 力 下 ,定义 三 个 分 基 
FF, 是 很 方便 的 ,事实 上 ,在 实际 计算 中 ,我 们 经 当 更 多 地 应 
FAT FS C2. 2-3 引 种 (2.2-4) ,而 不 是 方程 (2. 2-1) 和 (2. 2-2), 


2.3 K A$ E 


AT Eii ARR — PP RE A E 

通常 用 2.6 Lieven, R iEn PEE Ttr Xa 5 
个 写 时 ,符号 z. 表示 变量 cc, 中 的 任何 一 个 ,在 每 一 种 情 
况 下 必需 指出 i 的 范围 ;最 简单 的 写法 ,就 是 此 处 所 说 明 的 ,一 上， 
2, on, 符 导 i 是 一 个 指标 ,指标 可 以 是 下 标 或 者 是 上 标 。 应 用 指 
ROO RIIN HH MTS AFAA E FILER RR Titt 
考察 措 述 三 维 空间 的 一 个 平面 方程 , 即 

A + afa + dat, = f, C2. 3-41) 

式 中 必 和 志 是 常数 。 这 个 方程 可 以 写 为 


Daz, = p. (2. 3-2) 
然而 ,我 们 将 引入 求 和 约定 ,并 以 简单 的 形式 写 出 上 述 方 程式 
ax; = p. (2. 3-3) 


约定 如 下 EAA AE R HER RE 
它 的 范围 上 谢 历 求 和 。 指 标 ; 的 范围 是 从 1 到 的» 个 整数 值 的 
集合 .一 个 指标 , 当 它 求 和 时 称 为 哑 指 标 ; 不 求 和 时 称 为 自由 指标 。 

因为 亚 指 标 是 表示 求 和 ,所 以 它 应 用 什么 符号 无 关 紧 要 。 那 
么 ,aiz, 可 与 a,c, BI, SIRI AS Ay AEA E 


i 
[Feeda = | Py dy 
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举例 

指标 种 求 和 约定 的 使 用 ;可 用 另外 的 例子 说 明 .在 直角 获 卡 儿 
坐标 zyy, 和 = 的 三 维 欧 几 里 得 空间 内 ,考察 一 个 单位 问 量 vw, 令 方 
各 余弦 定义 为 

a =cos(¥y,7), @ =costvy.y), a, =costy,2), 
式 中 必 z) 表 示 "， 和 工 轴 间 的 夹 朋 ,等 等 。 数 a.(i 一 1,2,3) 的 集合 
表示 单位 向 量 在 坐标 绀 上 的 分 量 。 事 实 上 回 量 的 长 庆 是 1 用 方程 
表示 为 
Ca)? 十 《oz 和 十 【as 入 = 1, 
或 者 ,简写 为 
ca = 1 (2. 3-4) 

5 — PRA ERAS ELS coy 2 的 三 维 欧 几 里 德 空 
间 内 ,考虑 分 量 为 dz,dyydz 的 线 元 素 。 线 元 束 长 度 的 平方 是 
ds? 一 dz + dyf + dz’ C2. 3-5) 
BO Fe FE SL 
dx, =dr, dz, = dy, dr, = dz, C2. 3-6) 


利 
Ön = Cy, = Hs = ks 


Ĉe = 6, = 6,, = ĝu = 8, = Êy = 0, 
那么 ,方程 (2. 3-5) 可 以 写 为 
ds? = 8,dzdx,;. (2. 3-8) 

指标 i 和 和 ; 的 范围 应 理解 为 ] 到 3, 注意 ,在 这 个 表达 式 中 ,有 两 个 
求 和 .一 个 对 i 一 个 对 j。 在 方程 (2. 3-7) 中 定义 的 5, 称 为 亮 罗 内 
AFE Kronecker delta) l 
ERHI 

十 阵 代数 法 风 和 行列 式 等 价 可 以 简单 地 用 求 和 约定 表示 。 一 
T om Xn ER A E mn 元 素 一 阶 和 定形 阵列 。 记 为 


€2. 3-73 


te 1 diz "t yn 
A= (a; = | 42) Geo t an (2. 3-9) 
aad awe T=. hana 


那么 ,e, 元 束 是 矩阵 4 的 第 i 列 和 第 j 行 的 元 素 。 指标 了 取 值 为 1， 
2.…， 和 m* 侧 指标 了 取 值 为 1.2, rs 凡 的 转 置 矩阵 是 另 一 第 降 ,用 
A 表示 ,它们 的 元 素 与 4 中 的 元 素 相 同 ,只 是 , 列 数 和 行 数 相互 交 
me, Ak, 

gd Ea T dy 
ays Wag TTT Ging 


AT = Ca) = (2, 3-10) 


di a Ung | 
两 个 3X3 48% A=ta,) 8H, REBT 3x3 RAH 
RE, HAE Oy 
a dyu ys | lEn Oua O 
A" Bj 1a, da y| ib, Ou Ön 
an az Gg} lB by be 
Biya, F duba + ays "j 
= Nab + anba + anba 
O danba + agba F adab e) 
在 第 i 询 和 第 ; 行 的 那些 元 素 , 用 求 和 约定 可 以 写 为 
(A+ B), = (aud, (2. 3-12) 
一 个 向 量 & BT LA — FS Ee SER BRA RC. 1-2) 可 以 


[ 
| 
| 
| 
sa (2. 3-119) 


写 为 

leE = fae.) e Ceo = wh oe top ae. 《2.3-13) 

FAI EY. Pa uo A BAR ,方程 42. LDA A 

wey = CR = av, + av, + avy = MV. 

| (2. 3-14) 

—} Fa ERY 45 Fl Sh Ae E YS TA og RAR G AE 

意 行 和 列 不 多 于 两 个 ,以 简单 的 规则 用 记号 确定 ,例如 ,3X3 和 矩阵 

A 的 行列 式 写 为 detA FAME: 

An hg dys 

detA 一 det Can) = | as dog yy | 

las, Garp dy 
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dd 二 Qype, P sy 
(2. 3-15) 
— difas — Aiga id 
EEFIN F: HE ES 1,2,3 的 第 一 个 指标 ,然后 
看 顺序 的 第 二 个 指标 。 如 果 它 们 的 排列 是 1,2,3,1,2,3,*…，, 那 必 
符号 是 正 的 ; 素 之 符 导 是 负 的 。 
让 我 们 引进 一 个 特别 的 符号 ,se, 称 为 置 摸 符 导 并 用 公式 定 
MA 


El = Be: 一 Gys 一 Èn: 一 Sia 一 b = Fa 一 El = tt = > 
Ei 一 Ëm = Eg: = l, C2. 3-16) 
Eaa = Bg = Eg = — l. 


即 旦 说 ,任何 时 候 任意 两 个 指标 者 相同 ea AE FFE 1， 
233 时 Ea = l :友之 E = —il, FE Ao EPE Caa FTAA EJ kA BA 


det (a, = End dd c2. 3-17) 
RAS &, ,我 们 可 以 把 方程 2.1-8) 定 义 的 向 量 积 wXvr SH 
HU E, pli UE, 2. 3-18) 


o 恒等式 | 
WS PA He S (Kronecker deto BRAS HIER BREW 
基 :, 它 们 将 在 本 书 中 一 再 出 现 . 它们 用 下 面 恒 等 式 联 系 起 来 ， 
Eria 一 Hy 一 Cuba (2. 3-193 
RUER ADB i 恒等式 , 故 在 这 里 必需 子 以 特别 注 
音 ， 这 个 恒等式 实际 上 可 用 试 榨 法 来 验证 。 
微分 法 
最 后 ,我 们 将 把 求 和 约定 推广 到 微分 公式 。 令 PCa tats 


zT.) Fe 7 个 变量 yp gta se tt Tr ae Et) oF EF ABA , 它 的 微分 应 写 为 
df = Shan, + side, ee p BF ax, ~ Sda. 
(2, 3-20) 
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2.4 ”坐标 的 平移 和 旋转 


二 维 空间 

FRF Ep 
A RRS 
考 标 染 口 一 xy 和 和 
Orya. MASE 
SPAR O — a’ y' 是 
出 O— any 的 原点 移 
BH (ACH (al EAE 
得 到 的 ,那么 ,这 种 
变换 是 平移 。 如 果 
一 点 卫 对 原 . 新 从 | 
th BS the HY E AR 图 2.2 ”坐标 的 旋转 
4d A Ce yA Ce’ yD FBG 

r= +A (TE 


(2. 4-1) 
y 一 ?一 下 


UO Ue ORS BL SE E or 和 ay 反 时 针 旋 转 一 个 角 庆 8, 得 到 
BSAA PRA RS E Phi a A ey 
C2'.¥'), FRACBRE 2.2) 


x = 2x'cosé — y'sind 


yey — k 


y = z sinf + y ecos, (24-2) 


a’ = recos + ysing 
* y” 《2. 4-3) 


i 


x =— xsin# + yeosé, 
应 用 指标 符号 , 令 ivr, RE iy Tz, RE ry a ABS, 
TRO. 4-3) Fy pT) ES BET AF ERI A TE 
zi = Bix, = 142) C2. 4-4) 
式 中 8, 是 方 阵 的 元 素 ， 


48 


— 


(2. 4-5) 
Br Ar 


Pu = | 一 sinf cos) 
5% C2. 4-4) 的 道 变换 是 
x, = Px, (li = 1,2) (2. 4-6) 

式 中 ,按照 (2. 4-2) ,PB 是 矩阵 (8.) 的 第 j 行 ,第 i 列 的 元 素 . 显然 ， 
C8.) E EE 8.) E EB BY 

(8,) = (2,7. (2. 4-7) 
另 一 方面 ;从 求解 一 组 联 立 线 性 方程 (2. 4-H SKS 
《2. 4-6) 中 的 矩阵 (8;) 必 须 等 于 矩阵 48) 的 逆 , 即 

Bi) = 8,7". (2. 4-8) 
TE, RNSEIT EMA AIL BE PRE 
个 基本 特性 ; 


Ba, | i cosé sing ' 


C4," = (BL. (2. 4-9) 
满足 方程 562. 4-9) ECS) fH 1.2.0 on PRE eA, W 
RAE Pk Rit BS a GE EA Bg TE ER TE 
转 的 矩阵 (2. 4-5) 4h Ee EE, 
Rf FP IE 20 Ay 
CB ICR" = ANA)! = C8), 
AF h ERF ARS. EE, 
PaPa = Èj c2. 4-16) 
为 了 前 明 这 个 重要 方程 的 几何 意义 ,我 们 重新 直接 推导 旋转 变换 
WF. AR RBA JS e 轴 的 一 个 单位 向 量 , 对 ruyzs 轴 的 方 
向 余弦 分 别 是 Bs Bo. 事实 上 ,单位 向 量 的 长 度 是 1 用 下 面 的 方程 
表示 
CH + (2. =1, G=1.2). C2. 4-11) 
如 果 ji | Ee RR r 的 单位 向 量 , 这 一 事实 
由 下 式 表 示 
Baka 十 月 :Ba 一 0， GF). (2. 4-12) 
ERG Hest (2. 4-11 Fl C2. 4-12) ,我 们 可 得 方程 (2. 4-10), 
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注 : 另 一 方法 .因为 我 们 以 人 2. 4-5 BL Ee AT A t 
可 以 用 直接 计算 的 办 法 来 验证 方程 (2. 4-10), 

三 维 空间 

显然 ,上 面 的 讨论 可 以 不 费力 地 推广 到 三 维 。 指标 :7 的 范围 
可 以 扩展 到 1,2,3, 因此 ,考察 具有 何 样 原点 ONMTAFR AH 
“JL ABR RS zz za Fil wis as jo 令 工 表示 具有 分 量 x tors 
或 er ajo’, OR P HAE, G stts TE otos BIE 
方 癌 的 单位 阿 最 , 他们 称 为 yas MRR A, 令 eea 
ej geo) ,XX ERAN SAE ERE AASB KR 
们 有 


ete = ef oe =a, (2. 4-13) 
(RE AE Ie] GE A REY ZA Ae a E: 
r= je; = xe, (2, 4-14) 
方程 (2, 4-14) BR e 的 数量 积 给 出 
ET (2. 4-15) 
但 是 
zt) = 4,0, = x; 
六 此 ， 
w= Ce teal, Co. 4-16) 
现在 ,定义 
cel + 81) = Bo: (2. 4-17) 
那么 ， 
r; = Bz, G= 1,233). ~ (2, 4-18) 


其 次 ,用 e ARE. 4-14) PH. Tig 
vle, te) = x lete). 
HÆ Ce) ，ei) 一 0 和 (ev e) [= 8; EU Bal 
ai = ppr, = 1,2,3). (2. 4-19) 
方程 (2. 4-18) #02. 4-19) 是 方程 (2. 4-4) C2. 4-6) FE = ETA 
ORT. 
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方程 (2. 4-17) 示 出 系数 AIL. AAA RC. 4-18) 和 
(2. 4-19) 互 为 逆 变 杭 , 因 此 方程 (2. 4-7) 和 2. 4-8) 对 i,j 二 1]、2、3 
情况 显然 存在 。 因 此 ,就 得 到 方程 (2. 4-9) (2. 4-10) 。 

现在 ,代表 图 中 P 点 坐标 的 数 rz .zs 也 是 向 径 4 的 分 量 。 
电 这 个 事实 我 们 立刻 得 出 在 直 第 笛 卡 儿 坐 标 中 一 个 向 量 分 量 的 变 
换 规 律 


A’, = PAn <A; = BA, (2. 4-20) 
AP 所 表示 Ox! 和 Ox, PURE EY St AAR SE 。 
最 后 我 们 指出 ， 
W rr or 的 三 个 
单位 同和 量 形成 了 体 
Ral Awa 


这 ,以 任意 三 个 向 量 
下 yy 证 为 过 的 平行 
7A TB KBR 
SPH HER ue: ¢ 
Kw), RSE 
的 钢 值 ;按照 三 个 向 
Hiu,viw HARFE 
否 形 成 右手 螺旋 系 
来 确定 它 的 符号 .如 图 2.3 径 向 量 和 坐标 

果 辫 们 是 右手 蛇 旋 系 , 那 么 性 积 就 等 于 它们 分 量 的 行列 式 ， 


ti Hg Hy 


‘= (ex vow = (2. 4-21) 


Ty Ue T; 


假设 xxiyxs 和 x} 天 2 1X3 是 右手 系 。 那么 ,显然 及 ;的 行列 式 
表示 单位 立方 体 的 体积 ,因此 ,其 值 为 1; 


Bi Bis Ais 
[Bj| = | Be fa. Bsl= 1. (2. 4-22) 
Ps, PB: Bas 
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2.5 一 般 华 标 变换 


一 组 独立 变量 moror: 指定 为 在 某 一 参考 标 架 中 的 坐标 。 通 
过 方程 


T, = rr) Q = 1.253) (Z. 5-1) 
把 变量 ps Psa as 这 成 一 组 新 变量 Tir Ez Tra wot EE fh 
X. = g ee ee Cf = 1,2,39) (2. 5-2) 


控 反 方向 进行 。 为 了 保证 这 种 道 变换 是 存在 的 并 有 目 在 变量 zr,x;， 
x3) A Se-T i R 内 是 可 道 的 ， 并 且 是 一 一 对 应 的 ; EATR RA 
JCE: s esa), Bi — 2M Ca ce. ea RE ME AE, 
Tordo MAR ,其 充分 茶 件 是 : 

(ODER R A.J. EAH. ER RRO H ER AiE Eri 
导数 ， 

(DER R AERA PER LTP Sader (Oz, /ax 0. 
Rp 
ae, ae, az 

| Ar, Ox, Ar, | 

janj | Ər ax, dz, | 
| Ox, Ox 
| Or, Ox; xs | 
[| or, dr, Ary | 

县 有 有 上述 特 手 1 和 2 的 坐标 变换 称 为 容许 变换 。 如 果 雅 可 比 
行列 式 到 好 为 正 , 屠 么 ,一 组 右手 坐标 变换 为 男 一 组 右手 坐标 ,这 
种 变 挽 称 为 正常 的 。 如 果 雅 可 比 行列 式 到 处 为 集 , 那 么 ,一 组 右手 
坐标 变换 六 一 组 左手 坐标 ,这 种 变换 称 为 非 正 常 的 。 在 本 书 中 ,将 
不 证 而 险 地 假设 ,我 们 的 变换 是 容许 的 ,正常 的 。 
Ae OT PC TT SUR eM 

PET AE FY ey Pee SLR ARI RIE eT AF 
(zz xD) 华 标 的 (zziz), 即 它们 满足 方程 (2. 5-1). 并 且 要 

52 


(Fy, Fee ERAT BY LA FE ee 7 EK PY SR PSR ER 
FE (2. 5-12? 微 分 ,得 到 
af; 


dz, = Br, a dz, G = 1.253) (2. 5-4) 


和 和 估价 在 点 (chy 22s 23) EASIER. 方程 (2, 5-45 XA E dr, 
对 向 量 dz 的 线性 变换 .如果 我 们 对 day 解 线 性 方程 (2.5-42 ,我 们 
知道 , 只 (有 行列 式 的 系数 不 为 零 解 才 存 在 ; 

det| ae 0, (2. 5-5) 
因此 ,只 要 方程 (2. 5 DEN Cole DH RAE 
在 。 进 一 步 , 当 AO, WRC. 5-4) 可 求 得 解 为 

dz, = edz; (2. 5-6) 

式 中 心 是 常数 。 由 此 ,已 知 点 的 一 个 邻近 小 区 域 , 可 以 找到 已 知 点 
的 邻近 小 区 域 的 一 个 道 变换 [方程 42, 5-2) 的 一 个 近似 值 ]。 因 此 ， 
先前 陈述 的 条 件 1 和 2 是 已 知 点 邻近 小 区 域内 ,一 个 道 存 在 的 充 
分 条 件 . 重 复 应 用 这 个 论证 从 最 初 的 已 知 点 到 新 的 已 二 点 :可 以 扩 
里 找到 一 个 RR 域内 一 一 对 应 的 道 变 换 , 由 方程 (2. 5-2) 纵 出。 


2.6 标量 .向量 和 和 笛 卡 儿 张 量 的 解析 定义 


AY Cay T3 EDELEN T? :zx3) 是 两 组 固定 的 直角 mh FIL E 
标 ,它们 与 变换 定律 有 关 


Xi = Br, (2. 6-1) 
式 中 ,是 沿 坐 标 轴 x; 和 zx; 的 单位 向 量 间 夹 角 的 方向 余弦 。 BA, 
Bn = cos lnt), (2. 6-2) 
等 等 , 道 变换 是 
x, = ft, (2. 6-3) 


—-TRZARE ABRRKBHRA RARTRRAND RE 
如 何在 变量 Hy steady 中 定义 的 ’ 以 及 当 变 量 Hy at gy AR Fil T E + 
as 时 ;它们 又 是 如 何 变 换 的 。 
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如 果 量 系 在 变量 x, 中 只 有 单个 的 分 量 DEER  PRAR 
个 的 分 量 $8, 并 且 在 对 应 点 ,# 和 $$ 的 数值 相等 。 
PCH, Tas T3) = BCT Te). (2. 6-4) 
MTAA Et FR BR Hy CEE A 
WRESBRERB x, PRETO EE. RE x, 中 有 三 个 分 
量 所 ,并 且 如 果 这 些 分 量 与 下 述 特 定 规律 有 关 , 则 该 变量 系 称 为 向 
量 场 或 1 阶 张 量 场 。 
EC Festa) = Eye ts Bas 
So 《2. 6-5) 
È CEE Ep) = Ea lr Tet Ay. 
Hi 的 范围 为 1,2,3 时 ,把 这 些 定 六 推广 到 具有 9 Por 
的 变量 系 上 ;如 果 在 变量 soror PIER OPS ws, ESR 
zoon 中 有 9 个 分量 所 ,并 且 这 些 分 是 与 下 述 特 定 规律 有 关 , 因 
Is RNA ELT 2 阶 张 量 场 。 
EEEa Ta) = nT Te Pn 
-. — — (2. 6-6) 
bp Cy Zoey) = bma Ers Ezo La) Bue Pay 
进一步 可 立刻 推广 到 高 阶 的 张 量 场 。 如 果 指 标 范 围 是 1,2, 显 
然 这 些 定义 就 可 以 履 正 到 二 维 情况 ;如 果 指 标 范围 基 1.2.…，m， 
这 些 定义 就 可 以 收 正 到 ” 维 情 况 : 困 为 我 们 的 定义 是 建立 在 由 一 
THA S FILES PRE Rs A RAK ILS SEH Ee 
ZEW). APR MAZE APR AR LGR. A 
KERPEN BP LK 
KTM SA KRSBATCORRAARE Mi Bi 
向 量 和 前 解析 定 久 是 但 循 癌 径 的 概念 来 设计 的 .众所周知 ,一 个 
FER HO.0OM Ste 2c MEER RNG mM Bis. 
并 用 分 量 (zi 一 0 一 0 一 0) ,如 (Cryryz 的 形式 将 它 表 示 成 
多 值 ， 从 寻 一 个 参考 标 架 的 角 诬 来 看 这 个 向 量 时 ,按照 方程 (2.6 
-1), 即 向 径 分 量 的 变换 规律 ,就 可 以 从 参照 原 坐 标的 分 量 计算 出 
参照 新 坐标 的 分 量 。, 我 们 把 方程 (2.6-13} 椎 广 到 定 必 所 有 的 向 量 的 
方程 (2,6-5) :就 等 于 讲 , 如 果 一 个 实 以 的 性 质 像 一 个 向 径 , 即 如 果 
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它 有 一 个 固定 的 方向 和 固定 的 太 小 ,那么 我 们 就 把 这 个 实体 称 为 
[er] Ee . 

这 些 评述 的 意图 是 要 把 一 个 矩阵 各 一 个 向 量 区 别 开 来 。 我 们 
可 雇 把 一 个 向 量 排 成 列 算 阵 的 形式 ;但 不 是 所 有 的 列 和 矩阵 都 荐 向 
量 。 往 如 ,为 了 辨认 我 自己 ,我 将 自己 的 年 龄 ,社会 保险 号 , 衔 道 地 
址 、 邮 区 编码 排 成 列 秆 阵 。 关 王 这 个 矩阵 ,你 能 说 些 什 么 呢 ? EK 
意义 ! 当然 , 它 不 是 一 个 向 量 。 

在 把 测量 定义 《2. 6-5) 推 广 到 张 量 定义 方程 (2. 6-6) 的 过 程 
中 ,我 们 所 采用 的 数学 步骤 是 很 目 然 的 、 这 些 方程 是 如 此 相似 ,以 
圣 于 好 果 我 们 把 向 基 称 为 1 也 张 量 ,就 不 得 不 把 其 他 的 称 为 2 Br 
或 3 阶 张 量 , 等 等 . 这 些 高 阶 张 量 的 物理 意义 是 什么 ? 回答 这 个 回 
题 的 最 有 效 的 方法 是 考察 一 些 具体 的 例子 ,最 好 的 例子 是 应 力 张 
量 ， 不 过 ,在 把 注意 方 转移 到 具体 例子 以 前 ,我 们 可 以 通过 习题 
2. 26,2.27,2.28 讨论 一 下 张 量 方程 的 意义 。 


2. 7 张 量 方 程 的 意义 


在 上 节 来 尾 习 题 由 所 叙述 的 定理 包含 了 张 量 场 最 重要 的 特 
性 :如 果 一 个 张 量 场 的 所 有 分 量 , 在 一 个 坐标 系 中 为 零 , 那 么 它们 
在 按照 允许 变换 所 能 得 到 的 所 有 坐标 系 中 ,同样 也 为 等 ,由 于 已 知 
类 型 张 量 场 的 和 与 差 是 同样 类 型 的 张 量 ,我 们 推 得 ,如 果 某 个 张 脐 
方程 在 一 个 坐标 系 中 能 够 成 立 ,那么 ,对 于 用 允许 变换 所 能 得 到 的 
HA RRR CE- ERT. 

。 子 是 , 张 量 分 析 的 重要 性 可 以 综述 如 下 :只 有 在 方程 中 的 每 一 
项 都 有 相同 的 张 量 特征 时 ,这 个 方程 的 形式 对 任意 参考 标 架 才 普 
遍 有 效 。 如 果 这 个 条 件 不 满足 ,简单 地 改变 参考 系 就 会 破坏 关系 的 
形式 ,那么 ,该 形式 的 关系 式 只 能 是 偶然 的 。 

我们 看 到 ,在 列 出 任何 一 个 物理 关系 时 , 张 量 分 析 和 因 次 分 析 
同样 重要 .在 因 次 分 析 中 ,我 们 用 特殊 选择 的 基本 单位 研究 一 个 牺 
理 量 所 发 生 的 变化 ,除非 两 个 物理 量 有 相同 的 因 次 ,否则 它们 不 能 
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EF. THR ey Be ARO N E BRIE ENA RE m 
变 , 否则 它 就 不 可 能 是 正确 的 。 
由 于 张 量 变换 定律 的 构 黑 , 张 量 方程 是 与 物理 过 程 相 协调 的 。 


2.8 ”向量 和 张 量 的 符号 用 黑体 宇 还 是 用 指标 


在 连续 介质 力学 中 ,我 们 关心 的 是 用 向 量 描 述 位 移 , 人 速度 , 力 
等 等 ,用 张 量 描述 应 力 , 应 变 ,本 构 方 程 等 。 对 向 量 来 说 ,通常 用 黑 
体 字 符号 或 一 个 符号 上 加 第 头 , 例 如 ,u 或 u 适 用 所有 的 情况 ;但 对 
张 量 来 讲 , 意 见 风 不一致。 一 个 二 阶 张 量 可 以 印 成 黑体 字 或 带 一双 
箭头 ,或 带 一 对 大 括 导 。 于 是 ,如 果 人 是 2 阶 张 量 , 它 可 以 印 成 了 ， 


他 或 者 1 了 T)})， 第 一 种 符号 最 简单 .但 是 ,必须 记 住 这 个 符号 代表 什 
么 ; 它 可 以 是 一 个 向 量 , 或 者 也 可 以 是 一 个 张 量 。 其 他 的 符号 很 麻 
烦 ,. 当 几 个 向 量 和 张 量 组 合 在 一 起 时 ,简单 符号 就 会 暴露 出 比较 严 
重 的 缺点 。 在 向 量 分 析 中 ,我 们 必须 区 别 数量 积 和 向 量 积 。 关 于 张 
量 又 该 如 何 办 ? 我 们 要 定义 很 多 类 的 张 量 积 吗 ? 因为 有 各 种 各 样 
的 方法 可 型 把 张 量 组 合 起 来 ,所 以 我 们 必须 定义 很 多 类 的 张 重 积 。 
这 样 ,事情 就 变 得 复杂 了 。 为 此 ,在 大 多 数 要 求 广泛 利用 张 量 的 理 
论 工 作 中 ,就 采用 指标 符号 ,在 这 种 符 导 中 ,向 量 和 张 量 对 参考 标 
架 分 解 成 它们 的 分 量 ,用 像 www 等 这 样 的 符号 来 表示 。 这 些 分 量 
是 实数 。 这 些 分 量 的 数学 运算 遵循 道 常 的 算术 规则 。 无 需 引 入 特 
殊 的 组 合 规则 。 这 样 ,就 获得 一 种 简单 的 办 法 。 另 外 ,指标 符号 清 
楚 地 展示 出 张 量 的 阶 和 排列 。 它 明显 地 显示 出 参考 标 架 的 作用 。 

不 过 ,上 面 最 后 一 个 提 到 的 沸 标 符号 的 优点 ,也 是 一 个 缺点 : 
它 把 读者 的 注意 力 从 物理 实体 引 开 ,然而 ,必需 采用 并 且 熟 悉 两 种 
体系 。 


2.9 商法 则 


考察 一 组 天 个 函数 4(1,1,1),A4A(1,1,2),A(1,2,3) 等 ,或 者 
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简写 为 4ti,j,&) ,每 一 个 指标 让 j,k TERRE 1.2.00, BOR 
数 集 4ti,j, 有 合适 的 分 量 数目 ,我 们 并 不 知道 它 是 否 为 张 量 。 
现在 ,我 们 很 设 知道 一 些 关 于 4(i,7,*) 与 任意 一 个 张 量 习 积 的 性 
Rm. 那么 就 有 一 个 方法 ,使 我 们 能 够 确定 AG DREAKEA. MH 
避免 了 直接 确定 变换 规律 的 麻烦 。 
例如 , 令 (z) 是 一 向 量 , 设 已 知 眉 积 AG, 7.26 Of i BORA 
约定 求 和 ) 产 生 Ap oe RAH RE. 
A I RE = Ag. (2. 9-1) 
BB LTR GEA AG OE Ay (OBIE, 
证 明 很 简单 ,因为 AG, DBRT 4 类 型 的 张 量 , 所 以 把 它 
ARBAB a 坐标 中 ,如 
ACi RE = A, = PPAds = BB LA rs oy]. 
(2. 9-2) 
但 是 ,$= 二 BB,$。 将 它 代 入 上 面 方程 的 右边 ,并 把 所 有 项 移 到 方程 
的 一 边 , 即 得 
| [AG — BeBe Pn Adm r,s) JE, = 0. (2. 9-3) 
现在 ,$ 是 一 个 任意 向 量 。 因 此 , 插 号 内 的 量 必 为 零 ,有 
Alis jik) = BurBuA Gn sr ss)s (2. 9-4) 
它 正 是 4 类 型 张 量 的 变换 规律 。 
上 面 悄 子 的 模式 可 以 推广 到 和 更 高 阶 的 张 量 。 


2.10 4m S Bx 


MER ELA EKER SRA ABIL 
量 分 量 的 性 质 . 为 了 证 明 这 一 点 ,让 我 们 考察 两 组 笛 卡 几 坐 标 居 .， 
zon DM rond 它们 用 下 式 联系 
x; = Bx, + as (2. 10-1) 
AP B.A a 都 是 常数 ， 
现在 ,如 果 6. (1.2.2. E—THRE ,那么 
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E CE) -Fa :3 一 E, CT rT ED Bias (2, 10-2) 


然后 ,对 方程 两 边 微 分 后 , 即 得 
ae, Of, Ox, _ oe, 
5. 一 Ba Oz, oz, Bia Pym Dz, (2. 10-3) 
IX LUE SE T E ARGE, 


习 


2.1 


ma 
tw 


实 水 中 党 采用 逗号 表示 彤 导数 。 于 是 


OF. ad Oe, , 
s = 57° 4, = ax,” Fipa = ax,” 


题 2 


已 期 向量 — Be. t-4eit Se, oR a Ae o 
竺 案 :( 2/1000. 
HAB= — Zeat 3e HR ABAD ABER 4.2), RR A M BY 
AB ER 
答案 :( 一 3, 广 )，( 一 5. 六 )。 
WAIE. atte BAT i St ao A 
je — wl? + de t+ ol? = Bt elt + Jul’. 
PREPAC 10 ASEM AHSAM ALAA. BH -TAME 
物体 上 原点 处 向 外 作用 ,并 分 别 与 x 轴 成 60 ,120 和 270° ff. 
WE 100% 3 ,一 1), | x。 
ihe u= be, + 2e, — 3e, PH v= —e, + Bes +4es. TRAY SE AB. 
答案 :cos -下 一 总 | 
已 知 u= je, tH de, — esn = 2e r e Gtk e fa uta 5 Es, 


答 突 : 一 方 。 

EW w= fer Se, vee, —eo+ Bes we, — te mi But Oe x wae 
yoo We 

答案 :14 

cpr w BA av. HEAL, GHC X yr) se waa Ce Xe), 
Tokai AC1.0,23,800,1,-l) (2.2, D4 Fak. 


2.13 


Reg r 2y—3xe—-1=0. 

试 求 习题 2.9 中 aa8cC 的 面积 ， 

pegs. 62/2, 

it KS A eae = 2e, +3e,—-e; vee, —2e, +34. RRS. 
ME Te, — Tes —Tes- 

用 向 量 方程 的 形式 表示 初等 物理 中 的 基本 定律 , 即 午 顿 运动 定律 ,在 : 
电荷 间 的 级、 斥 力 的 库仑 定律 AT RRB SRR. 
例如 ,以 向 基 形 式 表 示 牛 帆 万 在 引 力 定律 , 令 mom: BATS R 
量 , 令 质点 1 到 质点 2 的 世 轩 向 量 为 mm。 因此 ,由 于 质点 1 与 质点 2 间 
的 万 有 引力 在 质点 1 所 产生 的 力 是 


rs Pig 


Fi: = G 
" sel? [rl 


式 中 加 是 引力 常数 。 


考察 一 个 在 圆 加 道上 以 等 速度 运动 的 质点 . 令 。 


是 任何 瞬间 的 速度 。 试 求 该 质点 的 加 速度 , 即 求 \ 分 


ô 
向 量 dv /de? N_i 
答案 ; 极 坐 标 中 的 速度 向 量 Y BELA. 令 a P 

a 


P.O,2. oR BRACE P FHRA, 0i., 
和 三 直 于 轨 涛 平 而 的 极 轴 方向 的 单位 向 量 , BS 
见 图 P2.13) 那 么 ,v 一 wu, 其 中 是 + 的 狗 对 


值 ， 因 此 , 取 微分 图 P2.13 在 一 个 
do id de 圆 轨 道上 运动 的 质 
dz =vG tI” 点 的 速度 向 量 


因为 * 是 常数 ,最 后 一 项 是 零 。 求 值 dde 时 ,我们 注意 到 $8 是 一 个 单 
位 向 量 ; 因 此 , 它 仅 能 改变 方向 , ddd BAF AE TIF $. 4 
am 是 质点 绕 轨 道中 心 的 角速度 。 显 然 ,名 是 以 速率 。 二 w/a 转动 。 因此， 
d? jdt =— (e/a)? dv/dt =— (v?/ad?. 

一 个 质点 党 半径 为 a IBD A BY Re LR BE HH, OR 
点 的 加 速度 ,如 果 质 点 位 于 局 点 ,如 图 P2. 14 所 示 ,; 斌 用 单位 向量 i,n 
积 表 示 速 度 和 加 速度 向 量 , 它 们 分 别 是 螺旋 线 在 已 点 的 切 向 ,法 向 
和 副 法 向 单位 向 量 ， 

管 案 ; 速 度 向 量 平行 于 +, 大 小 为 ,因此 ,r= 二 vt, 取 颍 分 ,并 注意 vw 是 一 
个 常数 , 则 有 dv/di 二 vdt/dz, PA t 具有 不 变 的 单位 长 度 de /de iA 
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EE F t AE OS n Ab 的 组 合 , 肥 是 


dr 
de T RR + th 


AP A Ae BR. RRS te 
VE Bie oh. Re A A r APB ROY © fa] 
a OY We AS A 
AYR SE RE RIS A BB A, $ 
ee [A] JA pet A A ey BY) Be fee rp 
je FO 2. IA 
P 一 ze 十 we 

式 中 # A we S) Ble eB i o E 
E., Ak de/de= (de /de}O+ud8/di 
+ (dee /ded i +w tdi de) = ud? /dr = 
—(/a)P Hie hw Sv Si 图 F2.14 —SeR ape 
3 AON F: Æ FH IGE GA Ar = raru 
内 ; 轴 向 位 置 4 ERT oa. be =A fAt=Au/2na, A uS ul HA 
Canta?) J 

2.15 将 方程 (2.2-1) 或 (2.2-3) 写 成 带 指标 的 形式 。 令 中 的 分 量 写 为 FY. 
k=1,2,3; 8 F =F, 等 。 


m4 


管 案 : 

2.16 TLE E 
tal, =3 (68 A =A 
CCIE E 6 {aE nA 
CE = (f3é En = 


2.17 7 BO. 1-1) 和 +:2,1- 四 写成 指标 形式 ,例如 
Ww" FH, 
注 : 对 方程 42. 1-1) RP a Ps Se Ev el? 
=e, 2e,, 0 w=, + v 

2.18 EHIH PRERA el ee 2. S BO 2.9, 

2.19 AA PE uS lupigin) y= loj evr IA EM E wae xy E 
分 量 是 
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tad 


no 
ra sl 
= Oo 


wW = ets — Nata Tht, = HIF — Hijs W = Hrg — oly. 
AE JA BLE ARG A 
t, = ẹran Uh. 
将 方程 (2. 1-7) 表 示 成 指标 形式 。 
试用 向 其 分 析 方 法 ,导出 关于 三 个 任意 向 量 ABC 的 向 量 恒等式 : 
AX (BX O) = (A -C)B — (A+ BIC. 
iB: AN AXBXORREAT HxC PUP DDTF BAC 的 平面 
A. A WAS AXxX(8XC)=eBt OC Bat hee. ABA 
x (BEBXOF ASCH —PREER Rite BER AMC 的 线性 
数量 组 合 oe AA RRA E. AE ed otal ALC 和 
AB 成 水 鲁 ,我 们 可 以 写 为 
AX (BX OC) = AA OB + pA: BDC 
KH Ase BSAC 无 关 的 常数 。 因 此 ,我 们 可 以 用 特殊 博 况 来 计算 
Ave AE GS. oi. fk SPREE zy HCA FARA ERY AD 
ATL AY FE fiz fey Bt R ATT A A Gh B= 2,C= j Am EA x= —1:ik B 
=; , C=; A= j TE A=1, 
HEJS 2, 21 中 的 方程 写成 指标 形式 ,并 依据 -5 恒等式 (2, 3-19) 证 
明 它 有 是 正确 的 。 
注 :四 为 习题 2. 21 中 的 方程 对 任意 向量 ,B,C 都 能 成 立 , 所 以 这 个 
GEARS) LA ae ERE SP ELAS EGER AE OA of ETRE 
AIHE ON gE FT os 就 分 别 是 1,2,3 阶 张 基 。 
E- 仿 恒等式 的 一 个 证 明 。 ~ 

fs [LAX CHXO = timan CB KCN = Ernan Ent Ch = Esin Erkan H eË 
恒等式 ,方程 (3. 3-19), OE Co, ba — Jud anba AIK. Ee 
Cpl, amne = Bnd wt db = C4 * OCB) — (A+ BCC). 
把 方程 (2. 4-10) RF PRA PHL. = 1.2.3, 
解 ; 令 指标 i RE 1.2.3. 

i= 1.7 = iNj Pofa + Phe + BBs = 1, Ct} 

At = 1.7 = 2:00 Bubs + Bebe + Bids = 0. (23 
ABODE RAMSAR Pe A HRA 1, JEE YEP 
Efn fi Wans Be Bes) AR EE. ; 
其 他 的 i,j 组 合 类 似 。 
试用 下 面 的 另 一 种 方法 推 学 (2. 4-10) 方 程 。 将 方程 (2,4- 和 ) 两 边 对 沁 
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Ee IBD (2. -aA ae, /o7,=8_ i iL ee. 

解 :将 方程 (2. AOX I, WG RPE E Aa = babr Br 但 zx 二 Px。 
ibis i PRM k, Bits. HR an/ar = Au 人 台 并 这 些 结 果 , 就 
422 3,,= frf ao 

OR ARR RLS RE E MATAARA a MAINA 

法 去 解 方程 (2. 5-4? 对 dai dr d 的 解 。 应 用 方程 式 {2. 3-16) 中 所 定 

MARAT ES 6 ;表示 最 后 的 结果 。 

(5 民 是 在 一 个 平面 上 在 单位 半 往 关内 的 一 个 区 域 。 贺 的 放 程 证 极 坐 

标 中 基 r= LEILA BPW 2‘ 十 y 二 1。 ROM RSF 


HERH EKRE 
[| darao 一 |] azay, 


] (is 1 pore 
f | -drdg = | | dady. 
Tal G oe | 


这 时 是 导数 drd i) FEA LA TE YY ee eg eR RAY AE. 
WE. WEE AEP. FLERE SRBS TS AE 
NE AAA ILA PRS TS Aar ER 
重要 的 特性 。 
证 明 从 方程 好 .66 可 以 立刻 让 明 这 点 。 

WA tr 的 得 一 个 分 量 为 零 .: 那 么 , 方 答 的 右 近 为 零 , 对 所 有 a, 

jot =O. 
HE AH Ee. TA BY A LGR A RE A - PK. TE, 
同 阶 张 量 的 任何 线性 组 人 台 全 是 同 阶 张 量 。 
证 明 : 令 4 号 ,是 两 个 张 量 ， 在 坐标 变换 (2. 6-1) ,有 新 分 量 

Aj = 六 由- 站 B, = Bon Bani ns 
HHE FSO 19 
A, E By 一 Bunn Ann E Baun) 


或 


证 明 举 。 
DE AW Ze BE Ag, a, Ba, ma FETE E o AA HE 
Ag no CE] es Tr) = Ba a Coy eget Zyl 
a PR RP RE PLB Pe. 
A EER A A LBRO RE 


2. 31 


YEAR : JH 


Pn, Ba, Be, 
Me A. Pt EE Se RA, BA 
A,,. CT Ta iin y= = B- ATT" Tn}. 


另 一 方面 CARER A-B=0, AH A-BAR-THBAS. AR 
后 ,应 用 习题 3.237 和 2.26 的 结果 。 
在 任 一 张 量 4 中 ， 令 两 个 担 标 相等 ,并 对 该 指标 过 有 历 求 和 ,这 秘 为 
给 并 。 于 是 对 一 张 量 4.., 在 ;和 jGas RDE RRA 
AS Ant Aa t Amn HEAR. EA an PAT ELK H E 
两 个 指标 ,导致 一 个 n 一 2 pE R, 
解 ” 人 入 题 中 唯一 有 意 尽 的 部 分 是 , 稍 并 的 结果 是 张 量 , 令 AL Ee OT 
ke. 那么 4 只 有 (一 2) 个 指标 。 为 了 证 明 它 是 一 个 张 量 , 考 罕 定 
x 
Ayn. = Ae no n Pia, Bia „Pte t7 Pya: 
对 :和 了 进行 缩 并 ,得 划 
Aiton S Aa ayere Sia, Bra, fie, tt Bue, 
(Ase REAA. 4-109 SG 
Ba, Ba, = Fe, 25" 
a Aukon = Any aye, mn, Ga, 2, Bray ** Boa, 
= A Bia, 0 Bas, « 
FEA RAO DIRENE RAE. 
那么 ,定理 便 证 明了 。 
MH Ace 2 AE ILIKE HE AL, Bee. 
解 :由 习题 2 29 Se A, RES, BAERE. TARH. RIE 
Ay, = Asn np 
Aa = AnBinBin = nim = Ams 
它 上 服从 数量 的 定义 ,方程 (2. 6-4 
利用 指标 符号 和 求 和 纳 定 ,证 明 下 列 关 系 式 (参见 下 国 的 符号 表 》， 
Ca ve 一 下 其 而 
Ch Cs * Geax pats + wre p} Os ee wD 
Cejcurl curl v=grad div v—Av 


解 例 ， 
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a j FU n 1 

【eeurl curi r Teray | Ekim 3, | 
B try 

= Ep me 5 x a I 


Jh 
= (Sy; fur Ber Oya EP 


O Fv Fv di af, 
"3,82, Ox0n, "a | | | ax, 
=V (V e V + Vegrad div ry— år. 

2. 32 令 上 是 场 内 具有 代表 性 的 一 个 点 的 向 径 ,= 症 r 的 大 小 .试用 下 表 定 交 

的 符号 ,征明 


pea Be AF s 张 量 的 阶 

vt 癌 量 ; | Y, 
A=u- wv( 点 积 , 数 量 积 , 或 内 积 》 | À= uu, 0 
wou <r RA e BEA) We, SS Ey td Ue i 
grad $= VAERE | st 1 
grad v= Vet FERRED | oe 2 
div =V ° yp CGRERD i = 0 
curl v=" Xvi he | ed | 1 
Vy 一 了 Vs 一 Aw( 拉 普 近 斯 算 | Biao Bo | 

) | az, | dz, | -a 


Cadivi) = (at 32r" 
Céhcurl(r*r} =0 

CAC) alate 

ee : 

(a) ax 是 r SPH. = 1,2,33 


ox 
div F—=™W FF 一 二 一 了 
AT, 
Mare, rap, n5 
eit Or; Br, r 


. a ax, or" 
diyir r) = * (r= Br Cr ant? a 


= 3" ni] nhs Se | = 


2. 33 


2. 34 


pf 
fo ta 


已 知 一 数值 矩阵 元 素 st， 一 1,2,3)7 如 下 
Tı z a 1 1 ù 
tu gp üy 0 2 3 
AR, i=l, k=l K i=l kS Madan; (baa, edapena A. 
答案 ;6,24,2,3。 
众所周知 ,刚体 旋转 是 不 可 交 摘 的 。 例 如 , 取 一 本 书 涪 书 边 绿 固定 参考 
标 架 xz,y,zx, 首 先 , 将 它 线 y MEt 90°; 然 后, 绕 z 四 旋转 90°. 我们 得 
到 一 定 的 位 形 。 但 是 接 相 反 的 次 序 族 转 ,就 得 到 一 个 不 司 的 结果 ， 
坐标 旋转 也 是 不 可 交换 的 ; 即 变换 矩阵 (8 六) 是 不 可 交换 的 。 现 在 我 们 
在 一 种 业 做 上 而 所 指 的 书 的 刚性 旋转 的 特殊 情况 中 来 论证 这 一 点 。 首 
iR y WIER 90" ,把 zz 变换 到 .然后 , 绕 二 输 旋 转 90?， 
把 ax’. y's! EF x" ye". FE, 


x’ 0 1 T xr J 1 ô 
x l=! 0 1 0 一 | 一 1 9 0 
z’ 一 上 0 Q = z" 总 0 1 


试 推导 从 z,yvz 到 zx*,y",zr 的 变换 矩阵 。 现 在 颠倒 旋转 次 序 , 示 出 得 
到 了 一 个 不 同 的 结果 。 

然而 ,无穷小 旋转 是 可 交换 的 ,为 了 论证 这 点 ,考察 绕 y BATE REIL f 
MORERA: MERA- RI hA de 试 比较 这 个 结果 与 按 相反 次 
序 旋转 必得 的 结果 。 

试用 指标 符 导 ,将 下 面 方程 组 表示 成 一 个 单个 的 方程 . 


En = 去 [er 一 md ta), En = Lita, 
Epy = = [ery —_ VT, + Gads Ey 一 Lian 


fu = 去 [ew vie, + tyd Ear = PE ee 


HF Py eE A BY EAER: 


Gf rau + Fu; 


1 一 一 tel + A; = pase ay? * 
Soo, xp, yr Ta =Z; Hy = Hy By = Y, oy = UW, 

TALE Eata = Oy THA su 是 置换 符号 ,ou 是 对 称 张 量 17,4 =a, 

RAS HAS. MAIR. RR. ERAS Si 
理 的 全 部 基本 定律 。 
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3m 力 


在 第 一 章 中 我 们 介绍 了 应 力 的 概念 。 在 第 二 章 中 我 们 解释 和 
分 析 了 箔 卡 儿 张 量 。 在 这 章 中 ;我们 将 讨论 应 力 张 量 的 性 质 。 


3. 1 应 力 的 符号 


应 力 的 概念 在 1. 6 节 中 已 讨论 过 。 考 虑 一 个 矩形 平行 共 面 体 
内 的 连续 介质 , 示 于 图 3. 1 中 。 令 一 个 直角 笛 卡 儿 参 考 标 架 的 坐标 
轴 xz, reas 平行 于 平行 六 面体 的 边 。 令 As, 荀 为 平行 六 简体 的 一 
个 面 , 面 上 外 法 线 向 量 点 为 n 轴 的 正方 向 。 用 了 表示 作用 在 as 
PARARE TIRAMA sen ARAMEENEET s 
， 在 这 种 特殊 情况 下 ,我 们 引入 一 组 新 的 应 力 分 量 符号 ; 
T, = = rT = Tiras T, = Tha. (3. 1-1) 
类 似 地 , 令 As 的 外 法 线 沿 x, 轴 的 正方 向 ,作用 在 As: 上 的 应 
HAET € cares 方向 上 有 三 个 分 量 。 这 些 应 力 分 量 将 用 下 
面 式 子 表示 
T, = Tal T, == Tay È, = Pes. (3. 1-2) 
对 于 As, 具有 类 似 的 情况 。 如 果 把 作用 在 这 三 个 面 上 的 应 力 或 摩 
握力 分 量 排列 成 方 阵 形式 , 则 得 到 、 


06 


= BF Tı HJ Tay 
#2 BF Tr 的 面 
垂直 于 T3 的 面 


1 2 3 
Tii The Tha 
Ta Ta Tz3 C3. 1-3) 
731 Tar Taz 


图 解 和 在 图 3. 1 中 。 分 量 Tii Tern AEAN ARa E Tips Tia 等 
称 为 前 应 力 。 每 一 个 这 种 分 量 的 因 次 都 荐 单位 面积 的 力 ,或 M 


‘LT’, 


Tay 


图 3.1 应 力 分 量 的 符号 
在 文献 中 ,应 力 分 量 的 符 导 是 各 种 各 样 的 ,在 美国 文献 中 用 得 
最 普 壹 的 符号 是 参照 于 钮 卡 儿 坐标 系 ryz 的 


a, 


Tey 


Tir 
Tys (3. 1-4) 
Fx 
Oe (3. 1-5) 
Tyr 
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SR (Love) OR x.y. KE o..7,, FERS BOR CTodhunternd Al E 
ARPS (Pearson* ) 久 用 zx 工 ,zy。 因 为 读者 在 详 献 中 可 能 会 磁 到 所 有 的 
这 些 符 号 ,所 以 ,我们 不 坚持 非 要 一 致 不 可 ,元 论 基 哪 一 种 ,只 要 方 
RRMA. EPMA. 

值得 再 一 次 强调 的 是 ,始终 要 把 诬 力 5 每 单位 面积 ) 理 解 为 位 
于 面 元 率 正 铀 5 外 法 比 正 方 的 一 山 ? 的 部 从 :对 位 于 负 侧 那 部 分 的 
作用 。 于 是 ,如 果 面 元 素 的 外 法 线 指 所 x, HIE. rep WIE 
那么 代表 作用 在 面 元 素 上 的 正 应 力 的 向 其 就 指向 x; EA e. {E 
ER cr REM. MSR zs RHA ER ECR LS 
PEJ Bet Fe A zx; 轩 仙 方向 ( 见 图 3. 2)。 


ray, 


AN 3.2 TE As} eee 
| 6 (0 He 20 SR a PR ER A Ts tel 2p = 轴 一 致 ,那么 ta Ta iY 
FERRERS BY Fe Sox, 轴 正 向 ,如 果 面 的 外 法 线 指 
向 与 x; 轴 相 反 ABA. 4 ro ,Tw 为 正 时 应 为 向 量 就 指向 rs 轴 的 
贡 方 向 , 邵 图 (3.2) 所 示 。 仔细 地 研究 这 个 图 是 很 重要 的 。 当然, 这 


D ALE. H. Love. A Treatise on the Mathematical Theory of Elasticity. Cam 
bridge; University Press. lst ed. 1892. dth ed, 1927. 

2) Todbunter and K, Pearson. A History of the Theory-of Elasticity and of the 
Strength of Materials. Cambridge; University Press. Vol. 1,1886. Vol. 2, 1893. 
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些 规 则 与 常用 的 拉 伸 .压缩 和 剪 切 概念 是 一 致 的 。 


3.2 运动 定律 


这 续 介 质 力 学 是 建立 在 牛 轰 运 动 定 律 的 基础 上 上 的 。 令 学 标 系 
Lott; 是 一 个 直角 身 卡 几 惯 性 参考 标 架 ,用 号 (表示 物体 在 任 
意 时 刻 1 所 占据 的 空间 ,参见 图 3. 3。r 是 一 个 质点 相对 于 坐标 系 
起 点 的 位 置 向 量 。 现 站 考 虑 一 个 包括 r 点 不 内 的 无 限 小 恒 积 单元 
dv: p 是 物质 的 密度 ,VY Er 的 速度 。 那 么 元 限 小 单元 的 质量 是 
pdvu, 它 的 线性 动量 是 (pdv)V。 在 区 域 Aw) EARS. Bp 


= Vedu C3. 2-1) 


Str) 


是 物体 在 位 形 BO) HARE. 
单元 的 动量 绕 原 点 PJE rXxXV edv, 
在 域 Bie) EARS. 


= | rx Vode 
Birt 


(3. 2-2) 
Fe WOR AY By RE. JE BK fie E 
E JP ih Pr AR BS AB RE . OE a Fe A 
为 , 钱 动 量 的 变化 率 等 于 作用 在 物 o 


体 上 的 总 让 力 多。 
P= FH, (3.2-3) 3.3 体力 
并 且 ,动量 矩 的 变化 率 等 于 绕 原 点 的 总 奸 力 答 L., 


H=. ~(3. 2-4) 
ARER MRTE 2-3) 成 立 , 那 么 当 方 程 (3. 2-4) pe 
的 厌 感 适合 时 , 它 对 所 有 选择 的 原点 都 适合 由。 


D SU PR 训 ' 指 的 是 一 组 固定 物质 量 点 的 PNF HANELER. UER 
们 将 分 制 用 aw CR 10.3 4), i 
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如 我 们 在 二 面 普 提 到 的 ,在 连续 介质 力学 中 考 紧 了 两 类 作用 
在 实体 上 的 人 外力 ; 

(1) 作用 在 物体 的 体积 单元 上 的 体力 ; 

《2) 作 用 在 面积 单元 -上 的 面 力 ,或 应 力 。 

体力 的 例子 是 重力 和 电磁 力 。 面 力 的 岗子 是 作用 在 物体 上 的 
气动 压力 和 由 于 两 个 物体 机 械 接 触 ,或 者 两 个 物性 一 部 分 和 另 一 
部 分 搁 触 所 产生 的 应 力 。 

为 了 确定 体力 ,考察 一 个 以 任意 是 面 3S 为 界 的 体积 (图 3. 3). 
假设 由 体力 构成 的 合力 向 量 可 表示 为 一 个 体积 分 ,这 个 体积 分 在 
被 5S 包围 的 域 8 上 进行 。 即 


| xdv. 
具有 三 个 分 量 zy ass 所 有 的 因 次 都 是 单 但 体积 的 力 即 M 
(LTD PAME A RAR. Pn ERAS, 

X, S= PB’ 
式 中 g 是 重力 加速 场 的 分 量 .2 EAEN RA 

作用 在 物体 内 部 一 想像 曲面 上 的 面 力 , 就 是 欧 拉 和 柯 西 应 力 

原理 中 所 设想 的 应 力 向 量 , 按照 这 个 概念 ,作用 在 占据 闭合 曲面 5 
内 部 的 域 S 的 物质 之 上 的 全 部 力 是 


a = $ Tas + | Xdv, C3. 2-5) 
S & 


式 中 了 是 作用 在 dS 上 的 应 力 向 量 ,ds 的 外 法 线 向 量 是 v, 类似 
地 , 绕 原 点 的 力 夭 由 下 式 给 出 


= br x< TdS 十 | x Xdy, €3. 2-6) 
合并 这 些 方程 ,就 得 到 运动 方程 
r _ D a 
$ Tas + f xa = =| ved, C3. 2-7) 


br > TAS 十 fr x Xdr = pfr x Fod. (3. 2-8) 


应 该 指出 ,对 域 BORA ARR, RHEE TI A AD 
TO - l 


H EEP Dea Jo a L o RA a a PG Pe PE RA ee. A 
要 连续 , 即 它们 形成 连续 介质 , 方程 (3. 2-7) A C3. 2-8) 对 任何 物质 
的 物 伍 均 适 用 .它们 可 以 用 于 海洋 ,但 是 也 适用 于 一 是 水 。B() 的 
aR ih aT AY LA SE a A (AT Rea 
的 一 小 部 分 。 


3.3 fi EA XK 


从 运动 方程 出 发 ,我 们 将 首先 推导 出 一 个 简单 的 结果 , 它 表 
明 ,代表 面 元 素 的 外 部 物质 对 内 部 物质 作用 的 应 力 辐 量 王 ,与 代 
表 内 部 物质 通过 同一 面 元 素 对 外 部 物质 作用 的 应 力 向 量 六 大 小 
相等 ,方向 相反 

TO =- T+, (3. 3-1) 
为 了 证 明 这 个 公式 ,考察 具有 面积 为 As 的 两 个 平行 曲面 ,厚度 为 
的 一 个 微 元 ;如 图 3,4 所 示 。 当 8 收缩 到 笔 ,而 As 仍 保持 很 小 但 
HEARR RAR, Be ta EE Be ed eo 
上 面 力 的 影响 也 为 等 。 因 此 ,对 于 小 的 AS ,运动 方程 (3. 2-3) BR 
着 

TYAS + T OAS 一 0. 

因此 ,得 到 方程 (3. 3-1), 

说 明 这 个 结果 的 另 一 
ARE MAM REA 
法 向 量 的 函数 。 m 
ARMA. MAR Bee 
[F]; 

FL ZE FR TAHE AR. 知道 
TAE cae Bl BT EA H 
作用 在 任意 曲面 上 的 庶 力 图 3.4 SURES 的 一 个 微 元 的 平衡 
庙 量 ,这 个 曲面 的 外 法 线 单位 应 量 为 其 分 量 为 mm 六 。 这 个 应 


?1 


AME TBR. EMS... 由 柯 西 公式 给 出 。 
T, = H Tp (3. 3-2) 
$5] PEASE FLARE SL, RUT — PE i 
导 。 
考察 一 个 由 三 个 平行 于 坐标 平面 的 面 以 及 一 个 单位 法 向 量 为 
v 的 面 折 形成 的 无 穷 小 四 面体 ( 见 图 3. 5, 


图 3. 5 罗 面 体 上 的 表 硬 为 
令 王 直 于 vr 的 面 的 面积 为 d5。 国 此 ,其 他 三 个 面 的 面积 是 


dS, = dScos{v,x,) 
= ndS = 平行 于 oc, 平面 的 面 的 面积 
dS, = nds 一 平行 于 zz 平面 的 面 的 面积 
dS, = ndS = 平行 于 za: 平面 的 面 的 面积 
四 面体 的 体积 是 
dr = ead 


Si A EAR dS 到 顶点 P 的 高 度 。 作 用 在 三 个 坐标 面 上 , 沿 zx 
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IEA HMA A ey 

《一 T + e)dS,,0— ta ea dS Oo Ta + adsa, 
其 中 rota trade dS 对 面 的 顶点 上 的 应 力 。 引 入 负 号 是 由 于 三 
个 面 的 外 法 线 与 坐标 轴 的 方向 相反 ,引入 & 的 诸 项 是 因为 面 力作 
用 点 与 P 点 稍微 不 同 。 如 果 假 设 应 力 场 是 连续 的 , 则 es ,eye 是 无 
Spe. 另 一 方面 ,作用 在 法 线 为 7 DEAE LT. xo. 轴 正 方 


向 的 分 量 为 CT 十 eyd5 ,体力 在 x 方 向 的 分 量 等 于 (X, He de, B 
动量 变化 率 有 分 量 Vda RPV Bx, 方向 上 加 速度 分 量 .这 里 ， 


TAX, 参考 于 P 点 ,e 和 es/ 仍 是 无 穷 小 。 于 是 第 一 个 运动 方程 是 
(ty, + duds + C— Ta Ra) vdS 


+ (= ry t eds 二 CT 二 dS + CX, + &) 4 has 


= oV, Laas, (3. 3-3) 


用 ds 除 整 个 式 于 , 取 极 限 AO, HERT] a E seee BA FA dS 
OR TS i 
T, = Tu, F Tat + Tatas (3. 3-4) 

它 是 方程 (3. 3-2) 的 第 一 个 分 量 。 类 似 地 可 得 到 其 它 分 量 。 

柯 西 公式 使 我 们 确信 , 九 个 应 力 分 量 是 确定 穿 过 物体 内 性 
意 曲 面 元 素 的 面 力 的 必要 与 充分 条 件 . 因 此 ,物体 内 的 应 力 状态 完 
全 可 以 用 r, 这 组 量 来 表征 。 因 为 7; 是 一 个 向 量 , 并 且 方 程 (3. 3-2) 
对 性 意向 量 .都 适合 ,由 此 可 见 ,nm, 是 一 个 张 量 。 因 此 ,rz 称 为 应 力 
KE. 


HAR BYES RS 


在 1.5 节 中 ,我 们 定义 了 可 控制 变动 性 和 局 限于 一 个 低 的 路 

动 尺 寸 的 基础 上 的 连续 介质 .在 1.6 节 中 应 用 了 定义 的 应 力 福 念 。 

在 1.7 节 中 ,我 们 采用 了 真实 材料 理想 化 方法 的 一 种 抽象 复制 ,在 

柯 西 公式 方程 (3, 3-4) 的 推 证 中 ,我 们 用 了 抽象 复制 并 和 且 亲 循 通常 
73 


的 计算 方法 ,丢掉 方程 (3.3-3) 中 的 数字 项 ,得 到 方程 <3. 3-4), Ë 
HZR E BAD 


Ev + ev, + e - et hee! 一 pV ，) (3. 3-5) 
和 那些 保留 的 项 出 较 是 小 的 ;ap 
Ts Ti Ta Ta 5 » (3. 3-6) 


基 当 我 们 在 方程 式 43. 3-3) RRI AO 和 AS~*0 时 的 情况 。 现 
在 ,如 果 我 们 不 企 评 取 和 极限 天 一 0 和 和 AS~0, ERS UR AOR 
小 于 一 常数 OAS AY AS 不 小 于 一 个 常数 苹 忆 "六 ,那么 式 (3. 3-5) 
列 和 人 的 量 , 对 于 ASA AM 9 一 常数 。 CA AC. 3-6) 式 中 的 量 比 
较 必 然 蚌 等 价 的 。 伟 么 样 的 一 个 标 兹 小 量 可 以 忽略 必须 定 尽 ,比较 
对 上 照 也 是 在 那个 定义 下 取得 的 。 如 果 找 到 (3. 3-5) PA EC. 3 
-6 中 比较 果 以 忽略 ,那么 ,我 们 可 以 说 方程 653. 3-3) 或 (3. 3-2) Æ 
有 将 的 。 上 原则 上 ,将 连续 介质 理论 虚 用 于 真实 世界 的 物体 ,这 个 宛 
长 的 步 又 将 结束 。 


3.4 平衡 方程 式 


现在 我 们 把 运动 方程 63. 2-77 和 (3. 2-8) 变 搞 成 微分 方程 。 借 
咒 于 第 十 章 所 了 示 的 高 斯 定理 和 柯 西 公式 可 以 很 简练 地 做 到 这 一 
点 。 但 是 ,在 这 里 我 将 按照 初等 教程 的 特点 ,以 保证 物理 概念 的 清 
ERT 

考察 一 个 其 面 平行 于 坐标 平面 的 无 穷 小 平行 六 面体 的 静 力 平 
衡 。 作 用 在 各 个 面 上 的 应 力 表示 在 图 3.6 E. 力 mdxsdzs 作用 在 
EHE. Hiri +n, Arde dade, 作用 在 右面 。 这 些 表 达 式 都 
是 建立 在 应 力 连 续 性 仿 设 的 基础 之 上 的 。 体 力 是 Xdrdrdr, 

图 3. 6 中 表示 的 应 力 可 以 解释 如 下 ,我们 考虑 的 是 一 个 非 均 
可 应 力 场 , 每 一 个 庶 力 分 基 都 是 位 置 的 画 数 .于 是 ,应力 分 量 r; 是 
Li sT sta ARM iti Cazes). 在 点 (zlyrryz) 稍 徽 右面 的 一 点 
处 ,好 在 (zi 十 dz sm a Ab D ra AE r Can tdays22,25), 但 
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是 ,如 果 cy KE nor xs 的 连续 可 微 函 数 , 则 按照 带 余 项 的 泰勒 定 
理 有 


az, 
TI 十 dr, yoy » = T1102, a2 33) + dz, Ap 6h a +5) 
1 


21 Or, 
+ dai > Be 
FF Otel], aR Fraai 是 有 限 的 ,那么 ,只 要 dr, 选择 得 充 
分 小 ,就 可 以 使 得 最 后 一 项 与 其 他 项 相 下 是 任意 小 .对 于 这 样 的 造 
择 , 有 


OF 
Ty. 十 dx, i = ae Ge anne oF sT) + By it: sty dx, 
1 


Cx, + adz, i Ta) i 


3,6 无穷小 平行 六 面 林 上 的 平衡 的 应 力 分 量 
在 图 3.65 中 的 应 力作 用 面 上 ,我 们 简 配 为 co 为 tut Oram) 
dx; a 左面 ,底面 ,后 面 是 位 于 yee Ty Sb TCR AKA dr sa, 


dz, = 


Bray BE AE Te PRR TE Ce. ze. BRR FA 
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EROJA. 考察 x, 方向 的 为 ,如 图 3.7 Ae RIG PEA 
分 量 和 一 个 体力 分 量 。 其 和 是 


tn 十 Sda, | dzd, 一 t,,dr.da, + | Ta] +% edz] dz,dzx, 
an 
oo Toddr + 十 | Ta 十 Be hes | deride, 


— tadzjdz, -+ dete de. = 0, (3. 4-1) 


图 3.7 | 7A i704; i 


fae 以 da dz.dx; + 得 


ri | ty Sty 
ex an ax, ar, TA = (3. 4-2) 


MATERI S ATES x;,x; 方向 的 类似 的 平衡 方程 。 整 个 方程 
HP fa) Be Hh 


ə 
5 +X, = 0 (3. 4-3) 
x, 


这 是 一 个 重要 的 结果 ,在 后 面 10. 6 节 将 给 出 一 个 更 简短 的 推导 。 
一 个 元 豪 的 平衡 也 要 求 合力 矩 为 零 。 如 果 不 存在 与 体积 成 比 
倒 的 外 力矩 ,考察 力矩 将 导致 重要 的 结论 RR a RY BD 
Tj = Tye (3. 4-4) 
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这 点 可 论证 如 下 :参照 图 3.7 并 考察 所 有 绕 MAA RE 
到 那些 平行 于 Ox; ARETE E Or, 在 内 的 平面 内 的 力 的 分 量 
不 产生 任何 力矩 . 产生 绕 x; 轴 的 为 矩 的 分 量 表示 在 图 3.8 H. A 
此 ,适当 注意 到 力 璧 ,我们 有 


— |ru + Sda! dxdz, = + 7,,dx.dz; oe 


全 i Or, 
+ | Tie 十 xd | dz;dzr;dz; 一 | Fa + BE der dz,dzx,dz, 


I 
L 


or dr, d 
+ | te. 十 adz) dride > 一 Trde dr, > 
| a 
+ | Taz + ades] dz idz; = 一 ryd rd x, dz, 


| a d d 
一 Fa + Buttes) dx da, a + ndeder z< 


一 X,dz,dz.dx, = + Xidz,dz.dzx; oa = 0, 
用 dzdz.dr, 除 整 个 式 子 ， 并 通过 取 极 限 dri—*0,dre—*0,dr—0, 
我 们 得 到 
Tie 一 Tel。 (3. 4-5) 
JR ASE Ox, Or: 轴 的 合力 矩 ,将 导致 由 方程 (3. 4-308 ih 
的 一 般 结 果 。 在 后 面 10.7 节 中 将 给 出 更 简短 的 推导 。 

到 目前 为 止 ,我们 已 经 考察 了 平衡 条 件 .如 果 和 希望 推导 出 的 不 
是 平衡 方程 ,而 是 运动 方程 ,只 需 把 达 朗 贝尔 原理 用 于 我 们 的 立方 
体 元 素 .按照 达 朗 贝尔 原理 ,如 果 把 质点 的 质量 与 其 加 速度 之 积 反 
号 当 作 外 力 加 于 该 质点 上 ,那么 就 可 以 把 这 个 运动 中 的 质点 看 作 
像 处 于 平衡 的 质点 一 样 。 这 个 假想 外 力 就 是 惯性 力 。 对 一 个 质点 
系 来 讲 ,如果 把 折 有 质点 上 的 惯性 力 的 合力 吉 到 质点 系 的 质心 上 ， 
那么 ;就 可 以 应 用 达 朗 太 尔 原理 了 ， 

对 于 本 节 所 考察 的 元 素 , 如 果 a( 具 有 分 量 acasa RRR 
SP ESS RR HEE AER PA APRA REE 
pdzidzdzs; 所 以 惯性 力 是 一 padzidzsdxs。 .把 这 一 项 加 到 方 和 

TT 


53. 4-1) 并 用 dx,dzsdx; 除 以 整个 方程 ,导致 运动 方程 


_ Bn ,Br Or 
Pa, -= ar Ox, T Ox, + X,, F 3 (3. 4-6) 
Bp 
or 
az, = z~ + OX (3. 4-7) 
P Ox, 
On, 
dr 
r Seay, 


图 3.8 HHO: WHEA AMA 


3.5 在 坐标 变换 中 应 力 分 量 的 变换 


在 前 一 节 , 应 力 分 量 = 是 对 于 直角 笛 卡 儿 坐 标 系 noron 定 
义 的 。 现 在 , 取 第 二 组 直角 笛 卡 儿 坐 标 系 oe ERT 
同 ,但 方位 不 同 ,并 考察 新 参考 系 中 的 应 力 分 量 ( 图 3.9)。 令 这 些 


坐标 用 下 面 线 性 关系 相 联 系 , 则 有 
wy = Bats (4 = 1,2,3) 


C3. 5-1) 


式 中 大 是 rs 轴 对 于 zz 轴 的 方向 余 强 。 因 为 mm 是 一 个 张 量 (3. 3 
节 ) ,我们 可 以 立即 写 出 变换 规律 .然而 ,为 了 强调 这 个 结果 的 重要 
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FE. BOA PET AY PR CHE 3. 3 节 中 推导 的 ?的 基本 推 
G. 柯 西 公式 指出 ,如 果 ds 是 一 个 表面 元 素 , 其 单位 外 法 线 向 量 ， 
具有 分 量 w%, 那 么 作用 在 dS 单位 面积 上 的 力 是 一 个 具有 分 量 为 
T, = ty, (3. 5-2) 
的 向 量 T。 如 果 法 线 v 选择 得 平行 于 x'; 轴 , 因 此 ， 
on = Bas Me = Bar 1s = Bass 
那么 ,应 力 向 量 z 有 分 量 
T! = cp. 
HET 在 x. 办 方向 上 的 分 量 用 7'; 和 8 的 弱 积 给 出 。 因 此 ,应 力 
分 量 
rw 一 在 zx', 办 上 的 投影 
= TB + TB + Tap 
= t puba + Tabulas 上 rap 
Bll Tam = Tp Ba Bani (3. 5-3) 


E39 在 坐标 系 旋转 时 的 应 力 分 量 的 变换 
产生 的 应 力 期 望 的 访 力 


如 果 我 们 将 方程 (3. 5-3) 和 方程 (2. 5-6) 比 较 ; 就 可 看 出 ;应 力 
分 量 的 变换 像 2 阶 的 箔 卡 儿 张 量 。 于 是 ,用 ,描述 的 应 力 的 物理 
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福 念 与 欧 几 里 得 空间 内 2 阶 张 量 的 教学 定义 相符 合 ， 


3.6 正 交 曲线 坐标 中 的 应 力 分 量 


如 果 应 用 正 交 曲线 坐标 这 样 的 参考 标 架 ,能 够 使 边界 条 任 简 
化 ,在 连续 介质 力学 中 经 常 引 用 亡 。 饮 如 ,我 们 若 要 研究 圆柱 形 管 
内 的 流动 ,或 图 柱 的 扭转 ,自然 地 要 采用 柱 坐 标 。 若 要 研究 丈 内 应 
力 分 布 , 自 然 地 要 采用 球 坐 标 。 事 实 上 ,如 果 我 们 要 研究 一 个 金属 
薄板 气 炸 成 型 为 一 个 球 盖 的 话 ,那么 对 概 的 初始 状态 采用 直角 币 
卡 北 参考 标 架 ,对 变形 状态 来 用 球 极 参考 标 架 可 能 是 有 益 的 。 

在 曲线 坐标 方 癌 内 分 解 应 力 分 量 , 并 用 相应 的 下 标 来 囊 东 它 
NESE. Pl. EAE rbr 中 ， ESRARLA 
zyr 的 关系 如 下 ， 


[zr = reas¢, 


| 
了 = rsing, e =r Hy 《3. 6-1) 


0 = tan` 
fi 


z = š 
T = Z, 


A ARHI, TU PB PRR Are A HOA DEA, 
[ Fer Tay Trz | 7, Tor Faz ) 
或 lt or (3. 6-2) 
| l 


| 到 


| Tar Tae Ter 


Tai ag, 
ATHERE Y HoR nn. FRABREK RINE AG.) 
ARTAR RAB RILAS Se r yz' ,其 原点 位 于 点 
(refads BHI r 增加 的 方向 ,y' 轴 宵 8 增 加 的 太 向 ,zx' 轴 平行 于 x 
CALE 3.10)。 因 地 ,用 常规 符号 ,可 以 很 好 地 定义 应 力 sryy， 
+, MWE, RHE BS rdr 与 和 等同, 来 定义 列 在 方程 
C3. 6-2) 中 的 应 力 分 晤 : 
Cre = Typ leg = Toya tay = Tyys (3. 6-3) 
等 等 .因为 坐标 系 zy ,xz' aryr APR KILBY RITER 
用 变换 规律 43. 5-3) 式 。 :7 ,x 对 于 工 ,y,z ARS 
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| Ti Tag Tar 


2.2 和 方程 2. 4-3) 
cos? sin? O 
(Bz) = - sin? cos? 0 | (3. 6-4) 
0 0 1 
因 些 ,根据 方程 (3.5-37 和 (3, 6-3) ,我 们 有 
a, = 9,cos*#? + ein’ — r,sin2é, 
g, = osin? + ogos + resin28, 
a, = Grey (3. 6-5) 
tr, = Co, — o,)sinécos? + 7,,(cos*d — sin*h), 
r = T EOS 一 rasin, 


Ta, = r BINI + 7,,cosé, 


球 坐 标 或 其 他 正 交 曲 线 坐 标 可 按 类 似 方法 处 更 。 


图 3.10 PERE PHASE 


3.7 应 力 边 界 条 件 


力学 中 的 问题 通 贡 表现 为 :知道 一 些 关 于 固 性 或 流体 表面 上 

的 力 或 速度 或 位 移 的 情况 ,要 求 了 解 物体 内 部 发 生 什 么 博识 。 例 

如 ,; 风 吹 到 建筑 物 上 . 它 的 基础 已 知 是 坚固 的 。 试 问 作 用 在 柱 和 梁 
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PAM AS te 它们 安全 吗 ? AT PRIS PEA :我们 把 关于 外 
郭志 界 的 已 知事 实 记 成 边界 条 件 的 形式 ,然后 利用 微分 方程 ( 场 方 
程 ), 把 信息 扩展 到 物 怀 内 部 。 如 果 找 到 满足 所 有 场 方 程 和 边界 条 
人 忻 的 解 ,就 得 到 了 关于 整个 物体 内 部 的 全 部 数据 。 

EPERE EAA AA A A, EAER EEN 
奋力 :单位 面积 的 力 ) ,在 表 画 的 两 边 必 须 相 等 .这 的 确 是 定 闪 物性 
一 部 分 对 另 一 部 分 相 瑟 作用 的 应 力 的 基本 概念 。 

考察 一 个 由 硬 材料 和 和 罗 材 料 和 结合 而 成 的 了 并 方 体 ,如 图 3.11 
(0a) 所 示 。 PETE TE ZS. 软 材料 与 硬 材料 两 者 
都 处 于 受 力 状态 。 在 界面 AS LAP AACA APS H tE 
FASE ULAR. oC] 3. IGORR AEH E TE P A A M. ÉS E Mi tE 
FT ,认为 moron WER ry 一 致 ,单元 法 向 向 量 v 具 


有 三 个 分 量 (0,0,1), 面 力 向 刀具 有 三 个 分 基 oo G=, 
230.082 ca 六 是 在 证 材料 中 的 应 力 张 量 。 对 和 软 衬 料 , 必 定 存 和 在 一 


Ay FATE BAL IME 7 T?, AM ou’ ,a 3. lite), TERA 3. lita) 
BAB. — 07 oF i BOR 
Te! aT, (3. 7-1) 
1% Ae FP PT FF ead REN T Ba SAE 平面 , 令 
z WERT oy. WA BETEG 7-1) 意 味 着 三 个 方程 
Grea. dd OW 二 ge, (3.7-2) 
这 些 是 介质 1 和 介质 2 的 界面 处 的 应 力 的 边界 象 件 。 
注意 ,这些 界面 条 件 没 有 表明 关于 应 方 分 恒 Orany 没有 
要 求 这 些 分 量 症 穿 过 边界 外 是 连续 的 。 RR 1 和 2 的 弹 
性 檬 量 不 等 ,而 压 应 蛮 均 名 ,那么 一 般 来 说 
oe OD, oP gy Æ dy. (3. 7-3) 
这 些 不 连续 性 并 不 与 任何 平衡 菜 件 相抵 触 , 可 以 由 图 3. 1 Cee 
到 | 。 l 
EAR — TRAE OT 2 RR WBE MAA : 
Hy bi OAR E PT LA SE E ES CO. A A) a Po A 
32 


a 


SES 


fa) 


LELLLLALEEL ELL 


SHELL 


WHE 
Ye) 


¥ CEREN G 
T!) 一 vl 1 


yt 


(b) 


(c} 


{dp 


(a) 


图 3.11 ER+HAFRLAAWARRAE HES 
(ORATEAT ELA 22 AB OER PoE No.1 号 物质 的 一 个 
注 小 单元 的 自由 体 图 ,作用 在 这 个 单元 AB 表面 二 的 应 力 向 量 TaiCc)No.2 物质 上 
ih) AH BS ODS PT REA RE oe Rs Ce E 
BCA S RR oe oo CE FP eb Pe ae 
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RHE aE 
Oa S= Üs Ou = Ü, oo, =O, C3. 7-4) 
另 一 方面 ,如 果 知 道 介 质 2 中 的 面 力 , 那 么 ,就 可 以 把 它 认为 是 作 
用 在 介质 上 的 “外 载 薪 ”。 于 是 ,面体 上 的 应 力 边 界 条 件 通 常 取 形式 
Ban = Pris Om = Pry Tu, = Ps (3. 7-5) 
其 中 pis fos ps FEI OA BY Pe nt ,ts 是 一 组 局 部 的 正 
交 轴 ,7 指向 外 法 线 方 向 。 
虽然 每 一 个 面 都 是 两 个 空间 之 问 的 漠 面 ,但 是 一 般 都 是 将 注 
意 力 限制 在 界面 的 一 边 ,并 称 另 一 边 为 "外 部 *。 例 如 ,结构 工程 师 
把 作用 在 建筑 物 上 的 风 载 说 成 是 加 于 建筑 物 上 的 “外 载 "。 相 应 地 ， 
对 流体 动力 学 家 来 说 ,建筑 物 只 是 对 空气 流 的 一 个 刚性 的 边缘 。 闻 
一 个 界面 对 两 种 介质 却 提供 了 两 类 不 同 的 边界 条 件 。 这 种 态度 分 
歧 的 基本 理由 是 ;对 和 要 计算 作用 在 结构 上 气动 压力 的 空气 动力 
学 家 来 说 ,结构 的 微小 弹性 变形 是 不 重要 的 ,而 对 于 要 决定 建筑 物 
安全 必 的 结构 分 析 家 来 说 ,弹性 变形 却 蚌 非常 恒 要 的 。 因 此 ,对 空 
气动 力学 家 来 说 ,建筑 物 是 刚性 的 ,而 对 弹 生 力学 家 则 不 是 。 换 名 
话说 ,两 种 边界 条 件 都 是 近似 的 。 


习题 3. 


3.1 考察 一 可 长 强 子 。 如 果 你 用 一 个 力 记 拉 它 。 显 然 在 绳 于 的 每 一 个 模 剖 
面 上 作用 有 相同 的 总 拉力 衬 。 如 时 我 们 考察 绳 的 强度 MHEAR. E 

应 傅 强 ,这 点 从 直观 上 息 是 清楚 的 .于 是 , 若 有 儿 根 强 耶 .项 望 比较 它们 

的 材料 强度 , 则 应 访 根 据 应 力 ( 在 这 种 情况 ,. 它 等 于 拉力 了 RA 

曾 ) 进 行 比较 ,而 不 是 根据 总 拉力 。 不 杰 和 希望 所 有 同样 材料 的 绳子 在 间 

样 的 最 大 应 力 下 破 雨 。 吾 实 上 ,有 趣 的 是 ,如 末 做 一 个 实验 , 妈 可 发 现 ， 

由 同样 材料 制 威 的 所 有 绳子 开 不 是 在 同样 应 力 下 破坏 的 。 你 能 想像 这 

样 一 种 偶然 的 事情 鸣 ? 如 各 绳子 非常 细 时 会 感觉 怎样 ? 为 了 具体 化 , 坛 

45 BH lem. 0. lom.i0cm,107-*em,.10- "em 的 尼龙 经 , 何 时 你 会 开 

始 感觉 到 一 些 其 它 的 因素 可 能 影响 到 确定 丝 的 强度 ?这 些 固 素 是 什么 7? 

3.2 了 到 一 支 粉 笔 , 试 必 Lu} 杰出 ;(5) 招 转 将 它 破坏 。 粉笔 在 这 两 种 情况 下 被 
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坏 的 型 式 将 是 不 同 的 。 为 什么 ? RARE Ae oy SS? RA? 
3.3 和 柔和 的 风 上 由 在 广 阅 的 水 面 上 ,产生 了 波纹 。 试 描述 作用 在 水 面 上 的 应 力 
商量 。 写 出 水 面 的 边界 淋 件 。 


E EA 


图 P3.3 KAA AHA Re 
3.4 在 图 P3.4 中 表示 水 库 中 的 水 。 我 们 考察 忆 点 处 的 A-A B-B 等 语 面 ， 
区 出 作用 在 这 些 面 上 药 应 力 向 量 , 考 察 经 过 PP 点 所 有 可 能 的 面 ,所 有 
应 力 向 量 的 轨迹 是 什么 ? 


答案 : 球 。 


国产 3.5 流 过 坝 的 水 


3.5 水 库 中 的 水 六 过 坝 ( 图 户 3, 5), 斌 考察 接近 坝 硕 的 一 点 . 壁 如 说 ,和 在 规 顶 
EH 10em 的 一 点 。 再 次 (如 在 习题 3.4 中 ) ,考察 经 过 这 点 的 所 有 面 ， 
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FRED TRE Lea eB. BR eet tR? 
TE Ae Re An SE RE LTR OR A eo a o TE E A 

lem,107'em,107fem.107*em, 107 tenm BY By A, 4 PB gS E A A 

dk. RE DUE M A ed a EE HE 

3.6 标明 图 PS. 6 中 所 未 的 应 A 


图 3.5 应 力 
3.7 RR Re ach ay SE BAYA) BET A ee as E F 


T y 

1 2) 

yl 2 üj. 

ziz 0 1) 
试 间作 用 在 经 过 所 论 平 面 

36 


a a 


a+3¥+2=] 
外 侧 ( 离 开 原 点 的 一 过)? 王 的 庶 力 向 量 是 什么 ?这 个 平面 上 应 力 向 量 的 法 
向 和 切 向 分 量 是 什么? 
答案 :了 ,5,7,3)/ W1151" 一 各 ,能 应 力 一 0. ?71。 


解 ” 这 个 平面 具有 方向 余弦 为 ,3,1)7 w 11 的 法 向 量 。 因 此 


par Grey bo -~ 过 = 
l w 11 w 11 w 11 w 11 


RA bjk 分别 表示 在 reyr 轴 方 向 的 单位 向 量 , 则 有 T= (5i 十 77 
H Yil ,法 向 分 量 等 于 Tw 一 行 。 前 应 力 ( 切 向 分 量 ) 可 以 用 以 下 
几 种 方法 求 得 ， 


(1) 令 前 应 为 二 s, 法 向 分 其 二 rn。 因此 

_ 25+ 49+5_ 83 

11 11 

+ 8B _ | 22 i 
11 


str = PAE 
里 


Pr eh 


6v 2 


11 
ORADA a EB PET. HA EET AE 
PR Lit 37-+14)29/01/ v 11 AAA. Sea Big y ri 


十 zk Ml 29/011 w 11) 十 z= 二 57 411. RRB w= (55 — 295/36. 5 
=0. 712 28H. y= — 0. 274,2=0. 109, Ae Cet Pte E. 
771. 

38 BH zoe Bh SRA AY ORS Pee 

200 400 300 

400 O 0 

300 0 — 100 
试 求 通过 这 点 ,并 平行 于 平面 z 十 2y 十 2z 一 8 二 0 的 平面 上 的 应 力 问 其 ， 
WRT =533 +1337 +334. 

3.9 EEEN. FARAN ae et eh FE RS? 


=> 


(¢,) = kPa 


d, = 32’ + dry — By", Ty = +a — ry — 247, 
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Be 


-10 


ii 
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g, = 22? + ry + By. fT, fy = Ñ, 
fee ee AE. 4-29, BY SAD PRS. 
一 点 上 的 应 力 是 o, =5000kPa,o,= 5000kFa rs 一 可 一 rs 一 re 一 0。 试 
考察 经 过 这 点 的 所 有 平面 ,在 每 一 个 于 面 上 ,作用 有 一 个 应 力 向 量 , 它 
可 以 分 解 成 两 个 分 量 , 一 个 垂直 于 平面 ,一 个 相 切 于 平面 .这 些 分 量 邹 
BURR ERD A BY ed. ED :在 衬 料 内 部 该 
点 上 ,最 太 前 应力 是 2500kPa 
i dy Ah ee Ee FR TLR AT HOY A ETEA REI LETT 
FUT 

iz + my tn = 0 {1} 

Rm HHU, mone EER Paa AME s r ova gd = Uia 
atm ta =l, FIA ERRUA a EAS AR HEIR a f 
HEBREA. 现在 ,作出 在 方程 (1) 表 示 的 平面 上 的 应 力 同 量 晨 
(Py Ta Ta) 二 150004,5000m ,0) 面 力 的 法 向 分 晤 是 (7) 在 (v) 方 向 的 
分 量 , 即 这 两 个 向 量 的 数量 积 ; 正 应 力 二 5000t 六 十 mx*)。 因 此 ,( 甬 应 
Ht = (7.2) —~ CER AY = (50003 G24 a? — (5000) Ut an)? 一 
(50003* C2 an? — Cm 3), (RE dP te a = 1 

Cw AY = (000P LI — at — (1 一 PD?) (2) 
为 了 求 出 小 于 1 HS Re eR AY n > 


= E UA = (5000)°C— 27 + 241 — n‘) + on), 


解 是 二 一 至。 所 以 ,从 方程 02) 得 到 最 大 晒 诬 力 的 平方 是 (5000)#74 ,最 


BARBS AMMA A 2500kPa, 
On SLE Bi Gra +F 12) ES A HAR ide 


100 0 01 

Lt) 一 ad 69 0 | kPa, 
| 
g O = 100! 


ERIE RE t r tH y yte = O ERD REA p A E A 
BF W A RR Ah, 

wE T= = 1100,50, — 100k Pao? — 16. kPa, r= 8i, t#kPa, 
对 于 图 P3.12 中 所 示 的 带 键 的 轴 , RETR PHA ee 
7FOMPa site eee a PRAT. 


1em % 1cm x 2cm HH 


P3.12 轴 上 的 键 
斌 证 明 ,如 果 天 = 上 一 上 :一 0 那么 在 至 标 变换 (2. 4-3} 条 人 忻 下 ;有 =: 
十 cy 一 os 十 of 就 是 说 ,在 平面 诬 力 分 布 中 ,两 个 正 应 力 之 和 是 一 个 
KEE. ' 
HHH ee Se Oe — I 3. 14 Bas. BD oi E 
1.4MPa, RE 40KN HR RRA THR PEE LEB be 


图 P3.14 FREY 
RARDGMEBESBZAT REMI. Tee Ae OY BL AA 
计 , 按 尺寸 标 上 出 Ri AR A eT BRAS OR, ,但 是 ,不 司 的 材料 则 
不 同 。 由 于 离心 力 随 R 和 Rw PRAM REARS Saas 
SHRM EAR. ESHA PSA RA Ry 的 变 
化 怎样 ? 


具有 方向 数 ( 土 1, 土 1, 土 1) 的 八 个 平面 的 集合 , 称 为 八 面 体 平 面 ,在 每 
种 和 社 况 中 , 选 士 导 中 的 一 个 ,譬如 , (1,1, 一 1) 相 应 于 平 功 x 十 y 一 z 
=0.9 坯 : 描 述 应 力 状 态 , 当 i 关 j 时 ,二 0。 试 决定 作用 在 每 一 个 八 面 
SE a FA ey AB 
WEB Lt — PRT RL FPR Ra Ee ERRA? E 
ERREA Se AR 4 BE 9 FE? 
RE P R ATAI A ER Ob eS 
#N—-KHMRBLA CRARAREMKS. Mites AH 
强度 特征 ， | 
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3.19 


a. 20 
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Hp- EAE RA Pe AAS. 采用 图 3. 6 BRS 3. io 中 所 

ARRAS FS ee eh EA hf kb SAAS EB. 

— Po Bs ap Se EET BY — PY Aw Ee E R, 

BABE BRM SECA TAMA Di Ao. e AEA 

DIZER. bh, Hea BS a Se oY 207, PE 

ATE KAA. BAUR ALAR AC). HARM IDRS. 

321 试 讨论 在 改行 中 和 和 着陆 时 机 凌 中 的 应 力 分 布 状 

3.22 PERE ML (Couette Flow} (Ee 7 fa] ab B Ty = [el 
的 空间 充满 站 流体 (图 P39. 22). p RIE 
ANS Fh A fal A BED co WEE ay JE BE Pe ae O 
SOE Wy AB) fei ic BU eB REA 
ob fe) Ca ee 为 什么 ? 

3.23 TE CUP MEP IRD. RE RA BAS A at 

20000K Pa (El 493% {el ST RE Pe E A ED, a] E 

IRER Baek ji ty EEr GE ed] Be 

钢 ) 。 

符合 :40000 民 了 Pa 

取 一 个 害 兹 模 训 加 的 薄 钢 条 (如 为 0. Sem x Lem 

* 10Gem). HAHEI aE in AO RP RB, G 

oe TE Be $6 7 HLR SE RP R Et 

限 强度 lad SAS BE ET SAA 

H EA 6 AY He Bea PE SR AS oe TE aa -T F RH t e er F Balh 

H. RE PR ok PS A E dh 。 

将 一 张 纸 板 卷 成 半径 约 Bem 或 dem 的 图 简 , 这 祥 一 个 图 管 能 承受 相 

SAV MRA. PETLER LRH ERE. SPR 

OR RRA A, RELE a ER A SR +E SS E AR 

KEER? 

A A R TE E SPR RE ,变形 后 曲面 的 度量 与 原始 曲面 

的 度量 宜 向 ,因此 .由 简 变 换 到 局 曲 表 面 是 一 个 等 度量 变换 。 

我 们 知道 ,在 微分 几何 中 邵 果 一 个 曲面 可 以 等 十 重地 变换 为 男 一 个 曲 

it, 那么 它们 的 总 曲率 在 相应 点 必 肛 -- 样 , Be a th 

主 曲率 的 乘积 。 对 于 -- 张 平 纸 , 总 曲率 为 零 ; 所 以 简 的 总 曲率 为 零 ! 超 ， 


| 
l 
i 
1 
| 
| 
I 
i 
t 
J 


流体 讨 


Fa BB 22 Ta BF) A tO RE A ae 
贞 其 有 零 总 曲率 的 面积 组 成 ,就 是 说 ,许多 平 三 角形 部 分 的 面积 集合 
上 成 一 个 钻石 型 。 试 将 这 点 与 实验 结果 进行 比较 。 

注 ” 这 个 题目 对 于 航空 和 宇航 工程 有 很 大 的 意义, 当 必 须 遵 逢 轻重 量 
原则 时 , 薄 壁 缚 枸 就 广 专 有 末 用 ,这 时 要 用 弹性 稳定 性 来 设计 这 些 结 罗 。 
KREERET- RAR. SRE gim ARR RP BD 
力 。 

解 ” 念 工 轴 选 在 绳索 的 方向 ,所 涉及 到 的 唯一 的 应 力 是 oz, 假设 rm 
二 Tw 一 0; 因 此 ,平衡 方程 是 


os + pg = 0; 
其 中 & 是 重力 加 速度 , 解 是 
o, =- pea t+ wit. 


(AE E r=L RR ERE Mk. = 0, 因此 ,常数 是 pg 上 。 Tsa = pE 
(Lea), BORAT BE ERR cpg. 
> SIR KABHBAR ,等 温 大 气 层 服从 气 悼 定律 p/p 二 RT， 
Biop=p/RT :其 中 心 是 气体 密度 , 疡 是 压力 ,六 是 气体 常数 ,了 是 绝对 
误 度 。 这 个 气体 承受 重力 如 速度 g, 因 面 ,体力 是 每 单位 体积 og. 指向 
EE. mR E = 处 ,压力 是 各,* 试 决定 压力 与 地 面 人 高 度 = 的 
kH., 

SR: p= ppexpl—(g/RT)z]. 

试 讨论 为 什么 习题 3.27 中 给 出 的 解 , 对 于 地 球 玉 气 层 是 不 真实 的 。 加 
SUB RE T ERE > Ye ET AT 

ERR PALE FRE, Eee =r, = 0, KEE A. 
作 玫 在 板 内 的 平衡 方程 是 


or dr or aa 
—_ T2 e Ex “yy 
Em + By 0, Be + By Ü. 


WIER IR ma ooohh eA EAA (tx, 导出; 
ae gp ap 
= By or 一 Ber Try =~ Seay 
那么 平衡 方程 就 恒 等 地 满足 。 这 样 一 来 ,平衡 方程 就 可 以 为 无 吧 狠 解 
所 满足 。 
在 一 个 区 闻 为 一 1 记 x,y 护 1, 的 焦 形 平板 中 ,保持 下 面 的 应 力 : 
a, = et +E dy, 


Tr 
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d,, = a2 + by, idFcd BHR) 

Da =O, = oy, = 0, 
APA RH re 必须 假设 是 平衡 的 ? REPRE AS EAH 
Mig REE. MEENA? SNES? 如果 常 数 w 二 5 一 0 但 ec fl 
d AAT ,满足 什么 类 型 的 边界 茶 件 ? 


4 主 应 力 与 主轴 


主 应 方 , 应 力 不 变 攻 ,应力 侦 量 及 最 大 能 应 力 都 是 重要 的 概 
盒 , 它 们 以 最 简单 的 数值 形式 告诉 我 们 应 力 状 态 . 它 们 与 材料 的 夏 
坏 强 度 直 接 有 关 , 八 们 必须 经 党 计算 它们 。 因 此 我 们 专门 用 一 章 来 
讨论 。 


4.1 Si & 


我 们 已 经 看 到 ,描述 物体 内 任意 给 定点 上 的 特质 相互 作用 状 

态 必 须要 九 个 应 力 分 量 , 其 中 六 个 是 独立 的 。 这 九 个 应 为 分 量 组 成 
一 个 对 称 算 阵 

= 


Fay Toy Toy Ct; = Fy ) ` 


在 坐标 旋转 情况 下 ERS BE AR SR SK E EE RE UE 
RITER, d RY She HET A . BA AY ER EE 
ot BE RHE yet FR 
a, 0 Q 
G o OG. 
G 0 a, 
主轴 是 一 组 特殊 的 坐标 轴 , 对 于 主轴 ,应 力矩 阵 是 对 角 的 , 相 
应 的 应 力 分 量 称 为 主 应 力 。 由 主轴 所 决定 的 坐标 平面 称 为 主 平面 。 
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F = 


从 物理 上 讲 , 每 一 个 主 应 力 就 是 作用 在 一 个 主 平面 上 的 正 应 力 , 在 
主 平面 上 ,应力 向 量 垂直 于 平面 ,没有 前 切 分 基 。 

知道 主轴 和 主 应 力 ,显然 是 有 用 的 ,因为 它们 帮助 我 们 把 任意 
点 上 的 应 力 状态 形象 化 。 事 实 上 ,问题 是 如 此 的 重要 ,以 致 在 解决 
连续 介质 力学 问题 时 ,在 把 最 后 结果 化 为 主 值 以 前 ,我 们 的 工作 不 
能 算 完成 。 我 们 不 仅 需要 知道 主 应 力 的 存在 ,从 原则 上 可 以 找到 
它 , 而 且 还 要 知道 求 出 它们 的 实际 方法 。 我 们 将 证 明 , 应力 张 量 的 
对 称 性 是 主轴 存在 的 莹 本 至 由。 用 类 似 的 相同 数学 过 程 可 以 证 明 
其 他 的 对 称 张 量 , 像 应 变 张 量 ,也 必定 有 主轴 和 主 值 .其 实 , 一 个 实 
数值 对 称 矩 阵 可 以 化 为 一 个 主 短 阵 的 证 明 , 不 限于 三 准 ,而 朋 可 以 
推广 到 维 , 其 至 是 无 限 维 。 我 们 将 发 现 , 当 研 究 弹 性 体 的 机 被 振 
动 ,或 者 一 般 的 声学 问题 时 ,这 样 一 种 推广 是 非常 重要 的 。 在 振动 
理论 中 , 主 值 相 应 于 振动 频率 , 主 坐标 描述 振动 的 主 振 型 。 我 们 现 
在 将 不 去 讨论 这 些 题目 ,而 只 是 指出 我 们 将 要 研究 的 题目 比 单独 
的 应 力 具有 更 广泛 的 应 用 。 

另 一 方面 ,如 果 张 二 是 非 对 称 的 ,就 既 不 能 保障 有 实数 主 值 存 
在 ,也 无 借助 坐标 轴 旋 转化 为 对 角形 的 可 能 性 .对 称 的 确 是 一 种 很 
A AYE : 

作为 介绍 ,我们 将 比较 详细 好 考察 二 维 情况 .然后 再 用 人 简 缩 符 
号 来 考察 三 维 情形 。 最 后 ,用 主 应 力 来 讨论 应 力 状态 的 一 些 几 何 表 
示 法 ,并 介绍 一 些 另外 的 定义 ， 


4.2 平面 应 力 状 态 


考察 一 个 简化 的 物理 情况 .在 这 种 情况 下 ,作用 在 薄膜 边缘 并 
位 于 蘑 蜡 平面 内 的 力 使 斑 腊 受到 拉 伟 ,在 图 4.1 中 表示 一 个 例子 ， 
SB ch Mesh BARBRA. ERM ,可 以 有 把 握 地 
WR ony OER CWE BSR. ,所 以 它 
(EET RAG AS . 
Da 一 On, = Oy, = Ü, C4. 2-1) 
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图 4.1 一 个 近似 的 平面 应 力 状 态 


使 得 上 面 方 程 能 金成 立 的 应 力 状态 称 为 在 zy 平面 内 的 平面 应 力 
状态 。 显 然 , 在 平面 应 力 中 ,只 涉及 到 对 称 矩 阵 


Ti Fe y 0 


lo 0 0 
中 的 应 力 分 量 。 这 里 ,为 清楚 起 见 ,我 们 用 o 代 darsa, IR ayas TaN 


Ty o 


a, Ù 


现在 来 考察 坐标 zy 旋转 到 ry ,并 用 3. 6 节 的 结果 求 新 参考 
标 架 中 的 应 力 分 量 


0 0 9 
三 这 种 情形 下 ,两 个 直 和 前 负 卡 儿 坐 标 系 间 的 方向 余 获 ,可 以 用 单个 
fake Oa. MLE 4.2。 方 向 余弦 矩阵 是 


By Bu B's cos? sing 9 
Ba Be 六 ,| 一 | 一 Sinp cosé ÙD). (4. 2-2) 
By Pa Bas + © l 
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图 4.2 FR km Pa REL 
用 yy 和 a sy RE Dist, FH x ysx's 37. 代 Ting Ty hh rz 等 等 , 按 艇 
方程 (4. -DRAJT ERIZ Be ,代入 到 方 理 (3.5-3? 中 ,得 到 
gy = gcos h + a sin’? + 2r,,sinfcosé, C4. 2-3) 
oy = gosinz + ocos 一 2r,,sindcosé, C4. 2-4) 


Toy = (~~ 6, + ¢,)sintécos? + r7,,(cos*? — sing), C4. 2-5) 


因为 
sin? = za 一 cas2#),cas*@ = 5 CI + cos20), 
我 们 可 以 把 上 述 方程 写作 
J = 22 oe + 一 > 一 cos28 + v,,s1n24, (4. 2-63 
oy = n D “= “cos2d -一 t,sing@, (4.2-7) 
tyy 一 一 in20 十 r,,cos2é. (4. 2-8) 
我 们 可 以 从 这 些 方程 推出 
Op 十 gr 一 可 -十 gf (4. 2-9) 
Od, AT yo 
Si 一 Brey Be = Pepys (4. 2-10) 
ZT ry 
当 tan? = got = 0. C4. 2-11) 


相应 于 方程 (4. 2-11) 所 给 定 的 2 值 的 a! y REGO DT  PR E De 
阿 ; 因 此 ,zy 和 轴 称 为 主轴 :on Oy PRA EWA ` 
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MR zx’,y' 是 主轴 ,那么 rry 一 0, 并 且 由 方程 (4. 2-10 EA, 
gr 对 于 所 有 选择 的 8, 或 者 是 最 大 ,或 者 是 是 小 。 业 似 地 ,oy 的 情况 
也 是 这 样 。 把 方程 (4. 2-11) 得 到 的 6 代入 方程 (4. 2-6) 和 (C4. 2-7), 


就 得 到 结果 
mr 6, + d, -—oa,\* 2 
= Set Oy [2>] Fra. AC 2-12) 
Fram 2 2 


在 男 一 方面 ,从 方程 (4.2-8) 和 将 rey Ot ORS HS SRS TS ,就 
可 以 找到 coy A BR TAY PRE #58。 可 以 证 明 ,; 这 个 角度 与 方程 
《4,2-11) 给 出 的 主 方 向 着 土 45" ,ty 的 最 大 信和 是 


— ， _ 之 
Coa = oes ma -= Ikra +r. ACA 2-13) 


eA EN ARE OF < 轴 的 平面 上 的 最 大 剪 应力。 当 还 要 考察 
与 z 轴 倾斜 的 平面 时 , 某 些 其 他 平面 可 能 具有 高 于 这 个 慎 的 前 应 
A. Ch 4.8 FF) 


4.3 平面 应 力 莫 尔 加 


土 节 中 所 给 方程 的 几 和 何 表示 法 是 由 黄 尔 (O.. Mohr) ( Zivilin- 
genieur,1882.p.1139 278). FER 4. 3 中 表示 了 一 个 例子 ,作用 
在 表面 上 的 正 应 力 和 昔 应 力 通 在 一 个 应 力 平 面 上 。 其 中 摸 坐 标 民 
REND MERED. MIEN AHA. Ra 
oh ST BY EE A RS JRE, SCR — To 
EMA MAT aOR Po O 产生 顺 时 针 力 矩 时 , 它 取 为 正 ( 见 
图 4. 27。 对 中 心 怠 产生 反 时 针 力 些 的 前 应 力 取 为 负 ( 此 规定 仅 对 
莫 尔 圆 构造 适用 )。 于 是 ,图 42 中 zyv 害 认为 是 负 的 ,rve 被 认为 
是 正 的 ,遵循 这 个 特殊 规则 ,在 图 4.3 中 ,我 们 通 出 点 4, 它 的 横 华 
标 是 c., IERE tarti B ARES op MEIS gea EAE 
AB BES oF UC PO E A ME BAA RR 
ERRE. 
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# + 


E L'e Top 


图 4.3 平面 应 力 莫 尔 贺 

AVG SUE FA EIR TE A EP Ap oe FR AE OE 
面 上 的 应 力 , 我 们 夯 一 个 与 C4 RK AA 26 的 羊 径 CP, 如 图 和 3 
所 示 BRA -P BARRA Se KT AGE A Beg BA. 
位 于 直径 PQ 男 一 端的 点 ,代表 作用 在 其 法 线 与 z+ Hm 6+ (x/2) 
角 的 那个 面 上 的 应 力 ， 

为 了 证 明 这 个 作 图 是 正确 的 ,我 们 注意 到, 莫 尔 圆 的 到 心 位 于 
Ct 


OC = “ops C4. 3-13 
半径 
aca JETE 
AC = CP = a| z | 十 rt, (4, 3-2) 
从 图 4.3, 我 们 看 出 三 的 横 坐 标 是 
gp = OC + CPeos (26 — Za) (4, 3-3) 


= OC + CP tcos2heos2a + sin2g&sin2a). 
ER ERM tte Bl 


osfa = “22L sing : (4. 3-4) 
COS20 = -二 一 一 = 一 ,singe = - . 3- 
2CP 
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把 这 些 结 果 代 入 方程 (4. 3-3) ,得 


Ty = T: ne 03 + “5 “*cos28 + t,,81n2¢, C4. 3-5) 


它 正好 与 方程 (4. 2-6) 一 样 。 
类 似 地 ,了 P REA RA 
Tey CPsin (24 一 2a) 
一 CP (sin2écos2a 一 cos2ésin2a) (4. 8-6) 


G, 一 O. 
一 一 5 *sing? 一 r,,c038 28. 


它 与 方程 (4. 2-8)? 的 大 小 相等 ,但 符号 相反 。 符 号 是 由 这 里 对 莫 尔 
圆 所 采取 的 约定 所 决定 的 。 按 照 方程 (4. 2-8), ET Try 应 是 反 时 
Hat ,在 葛 尔 圆 上 旋 为 负 的 纵 坐 标 。 因 此 全 部 符合 , 莫 尔 图 的 正 
确 性 得 到 了 证 实 。 

莫 尔 圆 给 由 了 平面 应 力 状 态 中 一 点 上 的 应 力 是 如 何 变化 的 形 
象 图 形 CSUR. 如何 判 定 主轴 的 位 置 。 它 向 我 们 指 由 ,最 大 剪 
应 力 的 作用 平面 与 主 平面 成 45*。 但 实际 上 用 解 方程 (4, 5-3) 的 途 
径 来 直接 计算 主 应 力 是 更 快 的 方法 。 


4, 4” =e WIR RA 


Daonnan 是 一 点 的 主 应 力 , 作 用 在 任意 前 面 上 应 力 向 量 的 
SE ,可 以 用 张 量 变换 定律 ,方程 43,. 5-3) 求 得 , 莫 尔 证 明了 一 个 有 
ea ai Fe. BD RE H Ee ef ERIE Ao MBH r 
在 一 个 平面 上 ;这 个 平面 以 o ie AA ER 4. 4 所 示 , 那 么 它 
全 将 一 定 蓝 在 图 上 用 阴影 面积 表示 的 转 域 内 ,这 个 闭 域 的 边界 是 
中 心 均 在 o BE EMS TH. 

这 个 结果 在 显示 下 面 这 一 点 是 富有 启发 性 的 ， um 确实 如 果 a 


k +% +» è > 中 s 8 FÒ BB F SF > FSF FF FF Fe FF FF 
? FF + F? fF 


r? ù) E FE ë S Ñ > èëè% A èë > ë e ë 4J Żâē & ē A: ë è  _ăţăg,:”:”!”!”! E > A h k è A è % PF 


我 们 可 以 容易 弛 解释 图 4. 4 中 三 个 边界 贺 的 总 尽 。 把 工 ,y，z 
SVE TE ES. 在 一 个 垂直 于 工 轴 的 平面 上 ,作用 一 个 正 应 力 ， 
Sino. SOR BA 7). ESB AC y 轴 的 平面 上 ,作用 一 个 正 应 力 ， 
BPO o1, 没 有 前 应 力 。 现 在 ,考察 所 有 平行 于 xz FE. CE 
于 这 些 平 画 上 的 正 应 力 和 草 应 力 正 好 由 方程 (4. 2-3) 到 (4. 2-5) 或 
由 方程 (4. 2-6) Bi (4. 2-8) 纵 出 。 因 此 ,4.3 节 描述 的 莫 尔 另 适 用 ， 
it Bert o,,0, 点 的 贺 代 表 作 用 在 这 些 平面 上 所 有 应 力 状 态 的 总 
ik. KEH. EEATT CAA non Ho PE oo, .o IRE 
作用 在 平行 于 x 轴 , 或 是 y 轴 和 的 所 有 平面 上 鸭 所 有 应 力 状态 的 总 
ik. FP MOM BARE Le AEA. AaB 
BURRS eS E. EFREM. 


Hi ARE 


4.5 EMH 


在 一 般 应 力 状态 中 ,作用 在 法 线 为 v 的 页 上 应 力 向 量 取决 于 ， 
的 方向 。 在 物体 一 给 定点 ,应 力 向 量 和 >， 的 夹 角 着 面 的 取向 面 变 ， 
我 们 将 证 明 , 总 可 找到 这 样 一 个 面 ,其 方位 使 得 应 力 向 量 正好 与 它 
垂直 .事实 上 ,我 们 将 证 明 , 在 物体 内 任何 ~- 点 ,至 少 有 三 个 互相 重 
直 的 面 满足 这 个 要求。 这 样 一 种 面 称 主 平 夯 ; 它 的 法 线 就 是 主轴 ; 
作用 在 主 平面 上 的 正 应 力 的 信 就 是 主 应 力 。 

令 v 是 主轴 方向 的 单位 向 量 ,r 是 相应 的 主 应 力 。 因 此 作用 在 
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EEF 的 平面 上 的 应 力 向 量 有 分 量 ow, S-AR ATA 

HHA ru HRP ee Ke. 因此, 写 出 4 二 6v, 令 这 两 
个 表达 式 相 等 ,再 移 到 一 边 , 就 有 

Ct, — cpr, = 0, G = 1,2,3) C4. 5-1) 

DEPART ERR nonono AA y 是 单位 向 量 , 我 们 必 

MM FR vite t= 1 的 一 组 非 平 几 解 ,于 是 ,方程 (4, 5-1) 提 出 

一 个 特征 和 值 亲 题 。 因 为 ,作为 一 个 害 竹 是 实数 和 值 的 ,对 称 的 ,我 们 

ARCS Eee AMT EF PES Te 


时 


? +} 学 


fi tan 分 别 是 本 正定 ， 负 定 或 不 定 ， A, ARARA 
要 ,我 们 在 下 面 将 重新 推导 它 们 ; 

方程 组 (4., 5-1) 有 一 组 非 零 解 noron HDS Ae oe IPE EB 
系数 行列 式 为 零 , 即 

.|t — e| = 0. (4. 5-2) 

方程 (4. 5-DE o 的 三 次 方程 : 它 的 根 是 主 应 力 。 对 于 每 一 个 
主 应 力 值 ,可 以 决定 一 个 单位 法 向 量 v。 

展开 方程 (4. 5-2) ,有 


Tuz g Tig r 
ln, 一 aĝ, | = Tr Ty — O Tas (4. 5-3) 
Tz Taz ty 一 g 
=— ë + le —Io+1,=0, 
其 中 
Ii 一 zi 十 ze 十 zs (4. 5-4) 
I, = Tor Tag + T33 Th | 十 Ty Ha , cd. 5-5) 
| Taz Tas Tis Fi | Ta Faz 
Tip Tue fa 
i, = | ra Tu Ta (4. 5-6) 
Tol Fas Tys 


另 一 方面 , 奶 果 Tirdz: 是 方程 (4. 5-3) Ay Ad JERAT HAES A 
10] 


KZ TG aie — 93) = 0, (4.5-7) 
A] La te SAYS le eR PR: 


了 =e + a; + ay, (4. 5-8) 
l, = 6,0, + 9,9, 十 Cam， C4. 5-9) 
l, = Pya C4. 5-10) 


因为 主 应 方 表 征 一 点 上 应 力 的 物理 状态 ,所 以 它们 与 任何 参 
考 坐 标 无 关 。 因 此 .方程 (4. 5-7) 与 参考 坐标 的 方 让 无 关 -。 但 是 方程 
C4.5-7) 正 好 与 (4. 53) 一 样 。 因 此 ,坐标 旋转 时 ,方程 (4.5-3) 和 系 
MTs Lo Ly EREM. holil, 称 为 对 坐标 旋转 的 应 力 张 基 不 变 
i. 
40 (SU ERE HA Rt PR EK SERED MER 
=P EFM SRHBE., SOAK EERI, ER 
Tt, = Ty. (4, 5-113 
BCE WEB YE. BOE vv BER OS 
GER, EG) hy iy, G 1.2.3) 4 SEE OM oon 的 方程 
(4. 5_-17 的 解 ,那么 
(vr, — d Â) v 一 站， 
(rr — 0.8) v = 0, (4. 5-12) 
[LE — aË) v = 0. 
EESTE n RELLA I i 求 和 ,并 将 及 得 方程 相 减 ， 
EEE 


(a, — a) uv = 0. (4. 5-13) 
在 推导 过 程 中 , 涉 扩 本 对称 条 件 (4.5-11), 它 意味 着 
Ea v, r, = Cp v, i, = Ta v, bes (4. 5-14) 


WARE ROR 与 了 得 到 的 。 
现在 ;如 果 我 们 试 着 假设 ,方程 (4. 5-3) 有 复 根 ,那么 ,因为 方 
程 (4. 5-3) 中 的 系数 是 实数 ,所 以 必定 存在 共 谍 复 根 。 根 的 湛 合 可 
以 写 为 
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ajp=@+ if, of, —a—if, ay, 
其 中 a,8,0, 是 实数 ,i 是 建 数 vw 一 1 .在 这 种 情况 下 ,由 方程 
(4. 5-12) Eu Ay ASEM ,并 可 以 写 为 

wad v=a,—ib. 
因此 

yb (a, + ib, (a, — ib) 

= ai + aj -+ ai t 4+ 6+ 640. 
MAB G4. 6-13) 9 Bl o — o= 278 = 0, P= 0。 这 与 原来 认为 根 是 
SRNR. FERRE RR FED OK 9.02» 
o 都 是 实数 。 

4 oo te, :方程 (4.5-13) 以 及 类 似 的 方程 意味 着 


1 2 t 3 1 


uy = 0, Uy =O, y= 0; (4. 5-15) 
AD, EMILE. WE an= MARE ARR Le 


ICE SUE Ey, MSR 0 二 0; 一 os; 那么 任何 一 组 正 
友 轴 都 可 以 取 为 主轴 。 

如 时 把 参考 轴 选 择 得 与 主轴 一 致 , 闭 么 应力 分 量 算 阵 变 为 
a 0 Ò 
O @ Üj, 
0 D og; 


(7) = (4. 5-16) 


I 
cn 


4.6 HN J 


我 们 已 经 看 到 ,在 单位 外 法 线 为 v( 具 有 分 量 久 ) 的 面 元 素 上 ， 
PA-TEA T, =r T 在 v 方向 的 分 量 是 作用 在 面 元 素 上 
WENA. S oi 表示 这 个 正 应 力 。 因为 一 个 向 量 在 单位 向 量 方向 
工 的 分 量 ,用 这 两 个 向 量 的 数量 积 给 出 ,得 到 
on = Ty, = Fi, C4. 6-1) 
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另 一 方面 ,外 为 向量 7 了 可 以 分 解 成 两 个 正 交 的 分 量 Me, 
其 中 z 表示 与 面相 切 的 前 应 力 ( 见 图 4.5), 我 们 着 到 ,在 法 线 为 v 
的 面 工 , 剪 应 力 的 大小 由 方程 


r’ = IT, |? T Tini (4. 5-2) 
给 出 。 
i 
T 
r 
Tia 
Bab 符号 
+0 E RH AHARI FES 0, ,0,,6, PEMD. WBA 
T = gh T; = Ghas T, = Fahy (4. 6-3) 


Ka |? = Cay, )? 十 Cov, Y 十 Cay)’, 
并 从 方程 (4. 6-1), 有 


Fi 二， C4. 6-4) 
Fins = Coy + orf 十 ail, (4. 6-5) 
代入 方程 (4. 6-2) ,并 注意 到 
(yy — (= (ACL — Gy 079 (4. 6-6) 
== (hy I ECE + Cet, 
我 们 看 到 
T = Cy O Co, 2) Cp (os — 03)? 


+ (4)? Cu? Cay 一 oy’, (4. 6-7) 
A oa » 2 Fe yy, = vi 2 „y= 0, J] rtd (a, 一 如。 
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4.7 应力 偏 斜 张 量 


张 重 


Ta = Ti, — O03. (4. 7-1) 
你 为 应 力 偏 量 ,其 中 5 是 克 罗 内 克 符 号 ,m 是 平均 应 力 ， 


= = (or + oa 十 as) = T Gn 十 Tg F Ta) 
= gi 7 C4, 7-2) 
Foe I, fb 4.5 RS 一 不 变量 . 把 rar ERKE oo5., 和 偏 
Ë 在 描述 金属 的 塑性 行为 中 是 非常 重要 的 。 
应 力 往 基 的 第 一 不 变量 总 为 零 ， 


FiS u Eue +s =0. (4. 7-3) 
AT RENAE. n URIA 4.5 PREE. TPS 
[y — S] = 0 (4. 7-4) 
可 以 展 成 
ft — Joe —J,= 0, (4. 7-5) 


列 方 程 
J: = 3 — h, C4. 7-5) 
dJa = 1, ot Pal = I, + data — dia C4. 7-7) 
并 由 方程 (4. ?7-3) ,得 到 下 面 的 另 一 种 形 示 式 
J,=- TT a 一 Taal” ga — Tal a + (12)? + (Ta 十 (Cra) 
= raat 一 Ta)? 十 《zaz 一 Tag)? + C33 — 1117] 
+ Cn) + ÈT) + Crn)? 
= Fa 十 We 十 ad) 十 Cd? + Cd? + Gn” 


(4. 7-8) 
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因此 一 人 rr (4.7-9) 


为 了 验证 有 诉 有 四 个 方程 ,我 们 首先 注意 到 ,因为 Jesds MEd: É 
是 不 变量 ,所 以 ,对 特定 选择 的 参考 标 揽 足以 证 实 关 系 (4,. 7-6) 和 
(A 7-?) 了 。 我 们 观察 到 ,应 力 张 重 主轴 与 应 力 偏 量 主 辅 一 致 。 把 
Tott BEE EH ee’ oe’ EEN AREA 


a, = c —™ One's = ad, 一 Payad’, = av, — iy Cd. 7-19) 
J, = — (oa, + ¢'.0°, + eD), C4. 7-11) 


Be. C4.7-11) 中 的 负 导 是 由 于 在 (4.7-53 中 我 们 选择 的 符号 所 
致 。 如 果 我 们 从 式 (4.7-8) 的 最 后 两 行 观察 到 如 此 定义 的 J 确实 
是 正定 的 话 , 这 种 选 样 的 理由 就 会 变 得 很 明显 ,把 (4.7-19) 直 接 民 
入 (4.7-11), 得 
J,=— (a, — RE, — o — GG — a) 
— (6, 一 a4) Ce, — gpd 

= (oa, + ao, + o> + 2050, + a, + oe) — 30? 

=— d, + 60, — 3e% = Bak — J, 
EEX T (7-6). Ziji, JE C4. 7-10 4È A C4. 7-12), RUE R 
(4.7-7), ERE KHE A ASR n, BES U.7-5) Pé] 
系数 与 <4. AOPP RAE ,得 到 如 同人 4. 5-5 SR AS iE 
Tos Taj [1 Ta iT, Tgl 


| po [ 
1 r l f 
Toar Ty, | ,, vy! LT p: T'a | 


(4. 7-13) 
He Shy Fil sh RL T A. 7-8) 8 HA--4F TE Tigi z T'a EKW a] 


以 略 去 ,因为 它们 分 别 等 于 mototo MEEPS C 


+ tae bts)! 挤 到 第 一 行 上 去 ,并 化 简 乡 果 ,就 得 到 54. 7-8) 89 
=H. A TERG 7- 且 的 第 三 式 , 我 们 首先 注意 到 
Tu 一 Ty = Ctp — On) — CCa — O) = dy — Tp 
因此 ， 
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Cry) — Te)? F Ctr 一 Ta)? 十 《rss 一 OY 
= 200, toh t+ rth — Beate teeta t+ Oe. 
EAH MELE RO! ate ates 和 就 化 简 为 3fr 十 人 
Hri). Al. 7-8) 的 最 后 两 个 千 式 相等 是 明显 的 。 最 后 的 方程 
C4.7-9) 没 有 和 什么 可 讲 ; 只 不 过 是 (4.7-8) 第 三 行 的 不 同 表 述 方 式 
而 已 。 于 是 ,每 一 个 方程 都 得 到 证 明 。 


应 用 例子 :压力 容器 中 的 材料 试 验 


和 如果 在 实验 室 做 一 个 简 支 钢 梁 试验 [图 4.6(z)], 侧 向 载荷 书 
加 在 中 心 ,P SARH THR a 间 的 关系 如 图 4.6《5) 中 所 示 的 曲 
线 。 局 服 点 是 这 样 一 个 点 ,在 这 点 上 ,了 -曲线 与 经 过 原点 的 直线 
偏离 一 指定 量 。 如 时 设计 一 个 梁 来 支持 一 个 工程 结构 , 它 所 受 的 载 
荷 不 应 超过 是 服 旧 ;因为 超过 这 个 点 , 挤 度 就 会 迅速 而 旦 是 不 可 道 
地 增加 ,产生 了 “永久 变形 ”， 


fa 


(5) 


图 4.6 ARREA PRM 
(a) BE, Co) ep h g 


现在 ,我 们 要 提出 这 祥 一 个 问题 :如 果枝 做 一 个 粱 ,用 来 作为 
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太平 洋 里 10911m 深 处 的 马里 兰 询 内 的 一 个 仪器 。 试 问 载 荷 - 挠 度 
HH ER VIA EE IPA? EGER ab AY Rk E Se ER BY a Th de E ih 
线 吗 ? 

类 位 这 样 的 问题 ,地 震 学 家 、 地 质 学 家 .工程 师 和 材料 科学 家 
是 非常 感 尖 趣 的 .尽管 没有 人 敌 过 这 样 一 种 海洋 深 姓 的 试验 ,然而 
48S CP. W. Bridgman, 1882—1961 年 ) 在 哈佛 做 过 一 个 模拟 
试验 。 伦 渤 了 一 个 试验 容器 ,在 容器 中 ,达到 了 接近 海洋 深 姓 那 梯 
大 压力 的 高 压 。 试验 结果 指出 ,1P-3 曲线 实际 上 是 不 受 静 水 压力 影 
谢 的 ， 

因此 ,材料 的 届 服 蚌 不 受 静 水 压 影 响 的 , 届 服 与 应 力 或 应 变 有 
关 , 但 是 只 和 与 静水 压力 无 关 的 那 部 分 应 力 张 量 或 应 变 张 量 有 头 。 
这 就 导致 了 在 方程 (4.7-17? 中 年 头 的 应 力 伍 量 下 的 观点 ,对 于 它 ， 
AK RBS TaN. WER nak a r AR. 


4.8 拉 梅 (Lame >m Jo HAER 


fe SLi ob See] EA OO AEP oR LEAP 
了 ,其 分 量 为 
T. == Th 
JEA JEE E ght y E An BH Ei toot, 并 把 主 应 为 本 为 Ths 


a riaa HE z ? 


T == 0, 
RX 
T, = gis T, == Gbe, F. == 0403. i4. 8-1) 
因为 v EREE A 
f 和 十 《二 Cs 一 |. (4, 8-2) 


对 v, MEAT FB C4. 8-1) FRA (4. 8-2) FRITS ET. 的 分 量 满 足 方程 


LY ,FT 
Ca Ca) © te)? 71? (4. 8-3) 
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它 是 一 个 椭 球 方程 ,其 参考 坐标 系 是 以 工 ,,T,.,7' 为 轴 的 直角 华 


标 系 。 这 个 炳 球 是 身 一 个 公共 中 心 出 发 的 向 量 T 的 端点 的 示 迹 
CULPA 4.7)。 


图 4.7 v 变化 时 作为 向 量 T 的 端点 轨迹 的 应 力 铺 球 
3 wal 4 


习题 4.1 BRIE tmr =F Coes Sean) ,tm 的 作用 面 与 最 大 和 最 小 主 应 力 的 方 
向 成 45° 角 ， 
稻 ” 问 题 是 求 的 最 大 值 和 最 小 值 , 现 在 ,r 用 方程 (4. 6-7) 给 出 。 
我 们 必须 在 约束 AHAHA 的 条 件 下 ,寻求 作为 ,ws EM 
的 丰 的 极 值 .应 用 近 裕 朗 日 乘 子 法 ,我 们 设法 使 如 下 应 数 为 最 小 ， 

F uo 一 a + vi(e, — a, — ii e 一 机 于 
+ AGT + e+ — 1). 

MERTE HI FM a/n ,37/a, 再 令 它们 等 于 等 , 解 nm， 
vo 和 4。 这 导致 下 面 方 和 


A ~ O: 2 — 0,37 + mil — oY + BA = 0, (1) 

l 

et = 0: vilo, 一 02)? + Zuei in 一 9)? + An = 0, (2) 
a 

of = į; Que (a, 一 dy)? + Bylo, 一 a,)* + gay, = 0, (3) 
3 
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4.3 


Sy: tM =n (4) 


方程 Cj) 的 一 个 解 , 吕 然 是 这 0, 令 1 =, FR DADA 
vito, — td A= U,ela,—o,}° + A= 1). 
RAIE n= At ieee MA. F em PEC EA ote 


十 号 一 1 TE n=l; Jd, 古 灿 ,第 一 姐 解 是 


y= Gave =.= -d „À —— (oy =a 
v2 
将 这 个 解 代 回 到 PERRA 6-7 FA Bee El e aR 


Haak e= 0, =O, a, BR). (2.03. On REA. AAR 
TI-A FE IT da AC TEL Be E 


SSB PR AN -ARE HAM RA. ASR. 
H fe Sp Be A DY i 7 aS OP SP Ay TB Ea SAY» MB. 无 论 是 哪 
一 个 解 , 都 有 
u = = ree 到 i; 
‘ERS 5 zo, BATE 45°. 
4> cy. = 1OU0kPa sty, = — 1000kPa.r.,=0,7,, SOOKPa sry = — 200kPa, 
t=O, IER Ka BA 
v = 0.108 + 0.303 + vO. 90% 
的 面 上 的 总 面 力 其 名 大 ? ET LA Ae Pore 
to 2 方向 ?是 多大? PEHEA EAER? 作用 在 面 上 的 合 肪 
WIRE KR? 
管 案 it H = 5ugkPa. (7.9 = (250. — 140, — 603, JE W Jj 
二 一 164kPa, 前 应 力 =481kPa， 
斯 托 克 斯 CC- Stokes) 在 1850 42 47 H T TE AA TE ECE ED PU Sak EU 
运动 的 球 ( 图 Pd, DA. RHR VAR BN Poe 


L pr z 
T, = 一 和 pr 十 Se By = Db tt yy Po 
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图 P4. 3 在 粘性 流 中 的 球 (斯 托 克 斯 问题 ) 
这 里 pv 是 远 高 球 处 的 压力 :* 求 作用 在 球 上 的 合力 。 
解 ” 作 用 在 球 上 的 总 面 力 是 
,= i,ds,F, 一 bf ds ,F, = OT dS. 
由 对 称 
rds -= dyas — beds = 0, 
因此 ,合力 的 唯一 非 零 分 量 是 
= 94,2 —dS = dng? 
4.4 — J BE EE YE ob ia 


分 别 为 a 和 5, 其 内 压 为 pE P, 
为 po: 见 图 P4. 4。 图 柱 中 的 应 力 


D5 : 
LO 


_ SH. — pd, pa 一 pib? 
e = Baty) tO Baw 


34 = 6xyall, 


ah (Cp) — pi) 十 pa 一 pb 


B 一 af 


Te EE at) 
Tp = 0 
这 里 -是 管 中 一 点 的 矢 生长 。 求 Pot REARS 
最 大 主 应 力 记 对 应 的 半生 种 管 
SEE EH KAT BED ww 的 平均 值 多 少 ， 
此 解 是 拉 密 (Lame') 根 据 线 性 化 弹性 理论 (第 12 章 ) 假 说 得 到 
的 。 应 注意 壁 内 应 力 分 布 的 非 均 句 性。 内壁 上 应 力 集 中 显著 。 


lil 


4.5 


4.6 


假设 你 在 设计 一 高 压 答 融 ,例如 枪 管 ， 靠 爆 炸 产 生 的 压力 很 大 ,以 至 于 
司 最 太 周 向 应 力 mm 超过 许可 张 应 力 dee AT RETE AEE ER ERJ ,你 
AAMAS ete TRE LKB BARS LRA Aa 
管 外 表面 一 压力 pn HS ee BE AE BY AY das W cee oes 
AD RY a ChE aR BSR SHR. AA 4. 4 给 出 的 结果 使 
aR EM <o.. 

人 的 血管 有 基 一 值得 注意 的 器 官 , 当 无 载荷 作用 于 它 时 , 它 有 可 观 的 残余 
MA. MRR AUB ERIS a 30% ~ 40%. BORA 
F. ERT FRB. CRAB Be SY RAS Pe 
佳 的 近 仙 ;因为 侍 何 进 一 步 切 荐 不 肯 产 生 可 上 度量 的 管 驴 应 变 变化 ,此 肩 
形体 构成 零 应 力 状 夸 的 意义 已 加 以 研究 ( 见 Y.C. Fong 的 “残余 应 力 在 
我 们 的 血管 中 司 什 么 ?”, 生 物 医 学 工程 年 刊 ,19;237 一 249,1991). We 
ERR PRR REE IL ERT AER OE 
RE rE 9 Sp api Sey 2) A SE AB] He 2 BY eB BP 
F1- RAAB eA REE TERS . EATI RA AES FPR ERGY 
D-RE RUPEE BS YA RE tL AE Be RE 
fh By it 77-2 3G RP Ee PEE. FEES AE 
小 变化 的 限制 下 ,问题 4.4 的 Lams' 解 适用 . Be SA — E M GR A Se 
有 了 高 血压 . ee es SPI E Ag... Wi SRE 
HBR ACESS? BOR AEA ATS RERNS SSE 
TEI WIS BY 力 时 重建 自己 。 

诬 力 集中 ”一 个 带 有 圆 和 孔 的 板 ,在 两 端 生 爱 均 匀 静 拉 伸 载荷 作用 , 正 应 
Ao =BR=p, RRR RE. 

如 果 板 由 线 弹 性 材料 组 成 ,已 知 解 为 


a= {1 - gliir a S Jeosze |, 
a=] -%-]ı 1+ 3 Sr | eos29 | 


Ee 一 一 于 | 1 一 Zi 1+ 3 Ñ} sinza. 


(ORRE OAR AR EIEEE. 
(23K fe RIERA o 点 的 位 置 。 

LOR TRAM ABR. 

C2) RAR AR OREN 
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注 “ 你 看 到 最 大 应 力 沿 孔 的 周围 基 增 加 的 ,这 就 是 应 力 集 中 现象 。 
SS 〈o 水 平 边缘 和 圆 孔 处 是 不 受 外 力 的 ,在 蕊 上 ,边界 条 件 是 当 r 
=a 时 .or 一 Dre 一 0。 

(4 =n? 时 ,or 达到 是 大 值 3p. 

(coe A SF 39/2. BES rab 一 rr 处 ,作用 在 与 = AA 
45" 的 平 而 内 。 

(ed 最 大 主 应 力 是 3p. 


HHHH 
HHHH 


图 P4.7 4k PADS. 


i OO —— 
—>—_ —=—— — 


一 
-j4 
-中 一 — — 一 一 一 
$ 0 Zo 5 | 
2b—| 


一 
i fe 
-ja = = 


图 P4.8 板 内 椭圆 乳 用 钻 胞 来 减轻 应 力 


4.8 DIL MARR ,在 与 其 短 给 平行 的 方向 受 拉 伸 应 力 3 作用 ,这 种 问 


是 给 出 千 果 : 孔 的 长 轴 两 端 处 的 拉 应 力 是 

o=S{14+2 4), 
其 中 ,2a BRIN Ka 2b SC P4.8)。 你 从 这 一 结果 学 到 了 什 
At 
KEL CA SSR ER EFL Re 
EFL eR Se AEE 
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FEIE AE p ETLAT AE, 


ie 


Hri Boe 


OMSL BG APNE 1b Bet py or eng y 


ERR EE =o FRN e PE CL 
图 P49, AATA ee fee A 92 HBR a Hh 
Fe UK SE AS EY» FEU A — PS h 
题 并 不 难 。 IASI EAMES tt AE 
到 第 十 章 后 得 培 ,号 出 应 包含 的 全 部 
Ae de PF Hh de Hh ER op Ea ae AT. He 
TAA RT. WR eH Pe 
uh AT BY of) br SU . PE CPR ope DE ZY Je H Y 
AN RES | 32 o 


4.10 RERE mA ET a RI. Ro Ok fie E A EA EAT A 
BE. 最 重要 的 试验 之 ce eS YA el i a RE. Le -种 机 器 类 
(ACI FB EE A FEARR ER TUR H P4 10 
Ahh E BOOS Ae iie hp BP R o JAE kt 


4. 
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中 的 传递 方式 是 重要 的 。 
假如 你 正在 为 一 个 生物 
EKETE i e o. etA 
HR, PAR H ee Hk 
Al BL Sh RE R AE 
2, ft — ane] Pda. 15 的 


图 F4.14 eft 


Ge at AS Be HY OG] HR Y 
RR. SAA SE EBAY RN ORS. AeA 
Se He oh BE . ee EPR) A 4-10 7A 4-445 el BY TAD SR A en. BRT 


AY Se Bie 9 E GR 


P4.12 BF 


His H -AHT EH h-t 
46 JG BL R OB SE 4° 1 i 
P4.12), TA) BEA T att 
Baal JF ae CE? 

解 ”初始 条 件 : 变 形 到 处 为 
SARE TT Apt aA ee iF 
是 


ta 在 平面 上 ,但 不 是 在 狂 OP e 


T, = Q0 i = 1,2,33 
CEARRA AC oe eh SE G e 是 物体 变形 引起 的 位 移 分 
Bo. ALY FT BRA 
fu.) = 0,€0;,) = Orti, = 1,2,3) 
COEF PRM HEL. DASE aR. Ai. wea 
(TOA AD SP RRS ES PASE ABE A 
u 一 TO TO, 

3E EAT RAE <—flary ORME H. BRL L È opg he 

af/az 1 affay: 一 1。 但是, 我们 不 知道 函数 iry, RA — ia 

RAET AEN A BRET Spa PL, A BEP A th HE R N S 
RET. AWITI R A A A an eT Baa SE e 
RRETHINA AEE ARRE. DAS 
ih OR EL ey REE PAE AY. EE. iR Ema EFRA 
“润滑 *" 狂 的 博 沉 中 )1 那 必 狂 于 下 面 的 辽 办 条件 可 以 写 为 

P, = 0,7, = 0,T, = P(r, ysl), 
其 中 30 中 是 过 拉 克 人 Dirac) 单 位 脉 溃 较 数 , 当 引 为 有 限时 ,3t2) 二 0, 但 
Byer 时 ,30) 趋 于 ,而 对 于 # 由 一 8 到 十 8,8(2) 的 积分 还 好 等 子 
1:8 是 一 个 正 数 。 
Fizxry) 未 知 。 一 个 简化 的 假设 可 能 是 
F(asy) = const 


PES: H TF Sie A Se tal (BI FF HE 


ARH) AI HAE a av 
滑 移 等 等 ,如 果 某 人 要 认真 , ZAE 

对 符 这 些 可 能 性 ,他 就 以 须 = We 
精细 地 明确 指出 来 并 研究 其 m 

结果 。 

假设 前 面 问题 中 的 半 无 限 体 图 P4 13 包装 物 降落 


是 一 个 非常 广阔 的 水 面 ,载荷 是 一 个 自立 机 投下 的 包 惠 (图 严 4. 13D, 

KA ES CR. 在 这 种 情 癌 ,已 知 边 界 条 件 是 什 余 ? 

Pa Ae. 

《a) 假 设 树 项 重 100kg ,顶部 模 前 三 面积 是 100cm*, 树干 比重 是 2. 4 

是 10m 高 。 如 果树 干 基 均匀 癌 贡 , 试 求 高 地 面 高 > 处 树干 内 的 应 力 ， 
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BAGH wo XH 8 RHR PIB, 
司 ? 设 树干 横 剖 面 沿 指 庙 树 根 的 上 万 向 增加 ,这 样 会 降低 应 力 。 试 考察 这 
样 一 个 变 前 面 的 树 士 。 才 自由 体 图 的 办 法 计算 平均 应 方 。 
ORERE ERE OAA. A E re R tT 
(DERIER EPR AE A a ah aA 
42 AE] HA r 改变 ? 
《e 在 问题 1.19 中 (第 一 章 ) RIS RR ER CO ae 
一 个 直径 一 数 Dic) HARA BU. L-a D AS MRA ow 在 树 趾 
Ain BPE], OE fel] er eB A Es 2S PA BHR Be Xt Fae {BA oo XT FR a 
Ade. HIKER AAG Fo, 时 材料 断裂 : 当 压 应 力 超过 m 时 材料 压 
Te. ROR iit a A SLR AK 5 e KD RTS! 
样 的 ? THR EN PRA RMA DOI RMB Ae? 
3- 15 PRALEA? 
TE CELEP BIES JA 
和 。 MRRMIS E> ERARE 
T PIK es a Ay ee RE T A ih BB 
HS EH op. RT LA OB 7) FE 
用 Ae ta = — 3p, 8 p= Trude 
如 时 在 立方 体 的 每 一 条 迎 上 上 ， 
Ve FA Se SAF SA. BZ, 
Tre 3S FRR IE hee Fr, 
da) FE PY Tara Cyy Tee PR 
ABA rara 代表 平均 正 应 力 。 
物体 内 一 点 上 的 应 力 , 相 对 于 8 H A LAR ER rea 有 下 面 
的 分 量 


ld SRC Be 


i 1 0 — 1? 
(a3) = | 9 — 1 dy. 
:一 1 0 1 


MIRAE ES Aod, REVAMIA. 

答案 h= h= — 21. =0, (01 02103) = (0026-1), 

> cde OP EE DRT BSE FR Cade te A eel 

— PTE a Hla.» 方 同 党 压 ,zx PRB. 在 平行 于 z 轴 并 与 工 
he So CAA RE. UREA ER CO et a 
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fw. RES. Te SE oe, 和 oa, 的 临界 组 合 信 。 
ae Re TOY lem? 的 杆 。 
ta) 假设 材料 具有 下 列强 度 指标 ,超过 这 些 强 度 指标 , 杆 刘 破坏 :最 大 
前 应 力 400kPa; 最 太 拉 应 力 1, OMPa; BREN A 10. 0MPa,。 作 一 拉力 
EREL. p AMA FSR? ea PaaS 
VE 
Ch) ay Fa a ep es BB ACB) 500kPa ;最 太 拉 应 力 0. 9MPa; 最 大 
压 应 力 10. OMPa , 试 回 等 同样 的 阿 题 。 
一 骨 柱 江村 受 册 向 载荷 拉 伸 , 受 等 撼 弯 曲 , 受 抽 征 扭转 ,结果 在 柱 表 面 
be AAA iat RAE 

F, = O47, = te = O,0, = 1kN/m’.ty = ARN m a, = 9, 
RI SHEYI. 
TEHE ERPI SE. A PRR t-PA. a aA ek EB Y. 
力 。 在 地 球 内 一 点 上 ,更 压 力 是 10kN/om?, #0 3t FRG SE RO 
maton 所 计算 的 前 应 力 是 zs 一 5kKN /ern’ ry —=ty, = 0. RRR AT 
主 应 力 和 主 平面 。 
SR a 一 一 5 作用 在 法 应 量 为 一 一 w= V2 /2,w 一 0 的 平时 上 ， 
这 个 平面 与 负 zi FA 45°. FERRERO 二 一 10kN /emi 的 主轴 是 
zi 斩 : 伴 随 o= —15 HE SIE ri SU A 
一 个 驾驶 着 重 1600kg HADEN AE a Be oh ERE eT ed Sa SR 
JOT RAS ORR MAIER TST. RRR BR SHE Zane 
大 摩擦 系数 是 二 ERKACECR NOTE Rm EH. 
cea}? 试 计算 必定 作用 在 每 一 个 螺栓 中 的 前 力 , EEA lem, Se 
与 轮轴 相距 6cm ,轮轴 高 出 地 面 36cm。 
Cb) RE af SL AS FOE BY ee 7S LOOM N/m? ,试问 螺 榨 内 的 前 应 力 是 在 
TARR AAS? CR RRS eI HD, 
Coo ee Ret Teel E AEF EEN A PARE 
力 地 拧紧 这 个 螺 帽 ,使 得 有 14OM N/m? RAD a ERE E. 这 个 拉 
庶 力 就 是 由 栓 中 的 官 应 力 。 现 在 , 当 玉 出动 闸 时 ,产生 了 上 面 计 算 的 前 
MA , 螺 柱 仍然 安全 吗 ? 为 了 回答 这 个 问题 ,需要 在 控 恒 与 广 切 联合 作 
FOR Sati PU RRR AD RAN NT Sa EC SAAR aT 
# 
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答案 Ca) 1470N, (4) A al ah Pe ER BY = 18. TIM No’, 由 于 -车 
重 引起 的 前 应 为 二]2.,47MN/mi 在 最 严重 的 位 形 申 的 前 应 力 = 
31. 8MN/m‘, 它 小 于 允许 的 150MN /mi’; 所 以 鱼 栓 是 安全 的 。tc) 由 作 
黄 尔 或 由 方程 i4. 2-12) ota = 76. 63MN /mi, dma = 146. 63NMN/m'。 
显然 ;螺栓 对 前 切 蚌 安全 和 的。 担 是 ,最 好 用 手册 检验 一 下 拉 应 方 , 看 看 
rar PETG SETS o 

RRA PRR RMR KE pe. be ER BREYER 
ABBA g 以 及 地 震 产 生 匆 前 应 为 r。 求 这 三 个 主 应 方 和 最 大 前 
H. 


后 ”变形 分 析 


施加 于 固 剧 的 力 引起 变形 ,施加 于 液体 的 为 引起 流动 .分 析 的 
主要 目的 常常 是 寻求 变形 或 流动 。 本 章 的 目的 就 是 按照 一 种 适合 
于 这 些 物体 内 应 力 状 态 的 方法 来 分 析 轿 体 的 变形 。 


5.1 2B 形 


MRR MRE CAR RTM. Eee. 
如 果 弯 曲 一 个 杆 , 它 会 咨 曲 ;扭转 一 个 轴 , 它 会 产生 所 转 。 拉 促 应 旋 
引起 拉 仲 应变, 前 切 应力 引 起 剖 应 变 , 这 是 常识 。 要 定量 地 家 示 这 
些 现象 ,必须 定义 应 变 的 度量 .。 
考察 一 初始 长 度 为 L 的 弦 。 若 将 它 拉 人 昼 到 长 度 工 ,如 图 5.1 
(oni ,那么 目 然 会 用 诸如 L/L CL — Lo) fos CL — Lo /L RE 
— IGA He eRe Pa RAT KARHE., aS et 
BOAR ASAT oA A OE AEE LL 
SRP MAAK. RARA ERR Z POU BSER. te 
L/LoPRAP PL FCPS Ag. ee 
= 一 一 | (5. 1-1) 


是 应 变 度量 ,它们 中 的 任何 一 个 均 可 采用 。 尽 管 从 数值 上 讲 ,它们 
是 不 一 样 的 。 例 如 , 若 研 一 2,Z 一 1, 则 有 1 一 2,e 一 ie =F. 我 们 
将 有 理由 ( 详 见 后 ) 再 引入 应 变 度 量 
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g =- ape "E = 3 C5. 1-23 


$ L=2.Lo=1 WE estes ERA L=1,01,L5=1. 00, Si 
ec0.D1:ess0, Ole 0.01, Re 0.01. Abe AIR AK 
i. P Br Ee eA SIE ee. RAM ERR 
Mor. Ee Tel. 


LEHE) 
ee (See 
下 aw 


图 5 1 各 种 变形 型 式 
Gon TB cE ib; CORSE a Cee) FT BBY 


iG Aa aE BE FSR BE EE aE 5 1 
示 的 矩形 梁 的 两 端 作 用 弯 矩 , 梁 将 弯 成 一 个 圆 弧 。 梁 顶 上 的 “ 纤 
维 ” 将 缩短 ; 梁 底 部 的 “纤维 ”将 促 长 ， 这 些 纵向 应 变 与 作用 在 梁 上 
fy ese Ae, 

WAT TAR SY. SRS. COP aR, SRSA 
转 时 , 畏 中 元 素 畸 变 成 图 5. 1 Cd 中 所 永 的 样子 。 在 这 种 情况 ,可取 
角度 a 为 应 变 度量 ,不 过 ,更 习惯 用 tana, 或 了 tana 作为 前 应 变 ; 其 
理由 将 在 后 面 阐明 。 

选择 合宜 的 应 变 度 量 基 本 上 是 双 决 于 应 力 -应 变 关系 ( 即 材料 
MRA ED. Oi. BRETT. 可 以 把 实验 结果 表 
示 为 拉 伸 应 力 o SRE IE A BERLE e 的 曲线 。 可 以 决定 联系 o 
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与 z 的 经 验 公 式 。 无 限 小 应 变 的 情况 是 很 篇 单 的 ,因为 工 这 各 种 应 
变 度 量 看 来 正好 部 一 样 . 曾 发 现 , 对 承 有 登 单 问 拉 伟 的 无 根 小 应 蛮 的 
大 多 数 工 程 材 料 , 类 似 于 
o = Ee (5. 1-3) 
的 关系 在 一 定 的 应 力 范 围 内 是 有 效 的 ,其 中 是 常数 , 称 为 弹性 
模 量 ,方程 (5. 1-3) 称 为 虎 克 定律 .遵循 435. l- 3) 的 材料 称 为 虎 克 材 
E 若 oF EZ KEARSE, PREIS PRL 
相应 于 方程 (5. 1-3) , RY RAZ CER A BY A eB 
系 是 
T = Gtane C5. 1-4) 
其 中 G ERA BY OERE aA RR O 4-4) 式 的 有 
SCTE EE E DA Je ARI A SP EL a BY Ay ES | HR Ie 
73. BR J BR ed Be BR 7) — A BY. 
方程 65. 1-3) 和 (5. 1-4) 是 最 篇 单 的 本 构 方 程 。 最 一 般 的 情况 
将 在 第 七 , 八 与 九 章 中 讨论 。 
自然 界 各 工程 中 大 多 数 物体 的 变形 ,要 出 上 面 讨 论 的 更 复 悉 。 
因此 需要 一 个 一 般 性 的 处 理 方 法 ， 但 首先 让 我 们 考虑 变形 的 数学 
描述 。 


O4,¥4 


图 5.2 位 称 矢 重 
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& Wika eg SES BREA RR ILA SHA kA Be 
个 质点 都 有 一 组 坐标 . 当 物 体 变 形 时 ,每 一 个 质点 者 语 有 一 个 新 位 
置 , 它 可 用 一 组 新 坐标 描述 .例如 ,一 个 原来 坐标 为 Cal ,ai a KR 
点 卫 , 当 物体 运动 并 且 变 形 时 ,移动 到 具有 举 标 为 《x. a Q 


处 。 因此 ,向 量 PQ 称 为 质点 的 位 移 向 量 , 见 图 5.2。 位 移 向 量 的 分 
HB, DARA 
i — yp De T Harty ae 

E D aH Ag SAC RATAT A E DR ae E 
给 出 变形 体 , 国 此 ,变形 可 以 用 位 移 场 来 摘 述 。 HEH laadid) 
78 Ee A aa EJE PARR rc cs) 为 物体 变形 时 该 
MARR. BL. aor Æ aonana 的 已 知 函 数 ， 

T, = ©, KR Ga yc (5. 1-5) . 

刚 物体 的 变形 就 可 知道 。 这 是 从 ayazyas B| rysa: xa ERM 
射 ?。 在 连续 介质 力学 中 , 根 设 变形 是 连续 的 ， 一 个 点 的 邻 壤 蛮 换 
后 仍 是 该 点 的 邻 域 。 我 们 还 假设 变 搞 是 一 一 对 应 的 :了 方程 
《5. 1-5) 中 的 函数 ,对 物体 中 每 一 点 都 是 单 值 .连续 的 ,并 具有 唯一 
RFRA 


a, = a, C2,» Tasty). CS. 1-6) 
因此 ,位 移 癌 量 # HERRE 
#, = ©, — a, C5. 1-73 
所 确定 。 
若 使 位 称 疝 量 与 初始 位 置 的 每 一 个 质点 相 联 系 ,就 可 写 出 
ti, (Gy sds) = Tad) — a. C5. 1-8) 
EEEE TE S a BR SR A RATS hB 
CX) r Ta) = T, a Ck ya t) C3. 1-9) 


习题 为 了 使 变 控 (5. 1-58 E E, ET AL. ER K r Ca ae a 必须 
Wi EAE? 

t AE ESA ESE AD RRE Ca ee a OM BBE 
se, PAY. Bee i a  S E A o E E EITA l faa, | OT AS. 其 
中 最 后 一 点 也 是 非常 重要 的 。{ 见 2. 5 节 》 

iZ2 


52 应 变 


关于 物体 中 应 力 与 应 变 有 联系 这 一 思想 ,首先 是 由 虎 交 
(Robert Hooke, 1635—1703 年 ) 早 在 1676 年 以 字谜 ceiiinoe ssst- 
tuv 的 形式 宣布 的 。 在 1678 F, ARIES RE REE A 

Ut tensio sic vis, 
或 “ 任 便 弹 性 体 的 力量 与 伸 长 成 同样 的 比例 2”， 任 何 一 个 曾经 使 用 
过 弹 管 或 拉 伸 过 一 个 橡皮 带 的 人 ,都 很 清楚 这 个 意思 。 

刚体 运动 不 引起 应 力 , 这 梯 , 位 移 本 身 就 不 直接 与 应 力 相 关 . 
要 使 变形 与 应 力 发 生 关 系 ,就 必 有 颂 状 察 物体 的 拉 促 和 蝴 变 ,为 此 目 
的 ,让 我 们 考虑 物体 中 的 三 个 相 邻 点 P,P',P"( 郧 图 5.3)。 将 它们 
变换 到 变形 后 位 形 中 的 点 @,Q',Q@"; 悄 着 我 们 知道 边 长 变 北 的 话 ， 
就 可 以 完全 确定 三 角形 面积 与 角度 的 变化 ， 但 是 边 的 变化 确定 不 
了 三 角形 的 “位 置 ”, 类 似 地 ; 老 已 知 物 体内 两 个 任意 点 之 间 长 度 的 
变化 , 则 除了 物体 在 空间 的 位 置 以 外 ,物体 的 新 位 形 将 完全 被 确 
定 。 描 述 物 体内 任意 两 点 间 库 离 的 变化 是 变形 分 析 的 关键 。 


fa, as 


ETEF TEEN 


图 5.3 物体 的 变形 
考察 连接 点 P (ay, 42743) 与 人 点 P' Ca + da,,a, + daa, 
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Qs 十 da 的 一 元 限 小 线 元 率 , 在 初 如 位 形 中 PP 的 长 度 ds, 的 平方 
为 

dsi = de} + dat? + det. (5. 2-1) 
“4% PS Pap RABE SA Oe rc SOY Cr Hdr mtd, 
za 十 dr) 时 ,新 元 素 QQ' 的 长 度 的 平方 为 


ds? = dri + dz? + dizi. (5. 2-2) 
直方 程 (5, 1-5) 与 8. 1-6) 有 
dr Oe, -a 
dr, = Ba. ‘da,, da, = 3r tt C3. 2-3) 
因此 ,在 引入 克 轴 内 克 符 号 后 ,就 可 以 写 出 
ds? = 8 dada, = 3, S i dad,» (5. 2-4) 
dv = Bdrdr, = 8., az 3 da :da C5. 2-5) 


Ae at E BAY ESS ER ET i a. Bt] po ae ES BAEZ 
闻 的 差 写 为 


; | Or. O2s . _ 
ds? — dsi = | ôa ga da T 6, | da,da,» (5. 2-6) 
me By 
. i 5 Ga。 Od 4! 
ds* — dsi = | Or, 一 TB Bx | dx,dr,, C5. 2-7) 
我 们 定义 应 变 张大 
1} ar, 3r; _ 
E, -= 2 | Oui Bee Ba, 8 | (5 2 B) 
adli Od, Cas! roa. 
e = g| a ay | (5. 2-9) 
Pres 
ds — dsi = 2E jda.da,, €5. 2-10) 
ds? — dsi = 2e,,dz,dx,. . (5. 2-119) 


应 变 张 量 E EIR RO ME . HE Pg (St. -Yenant) 引 入 的 ， PF 
为 格 裕 应 变 张 量 ， 应 变 张 量 6 EAT HY (Cauchy) 44 JPR 小 应 变 及 区 
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ART) Be C(Almansi) 55 EE #8 (Hamel I A BBY AE STA A BR TE 
门 西 应 变 张 量 。 与 流体 力学 中 术语 相似 ,E, 常 称 为 拉 格 朗 日 (La- 
grange) WAPI E eo W FR RF EK E 
MHA A Fe PWBREDRR Ae AKER 
将 商 规则 用 于 方程 C5. 2-10 56. 2-11) 所 得 的 结果 。 显 然 , 张 量 
E, e FETS PRAY 5 BE 
E; = En, € = en: €5. 2-12) 
方程 65. 2-109 865. 2-11) 的 一 个 直接 结果 是 ds dsi =g, È 
意味 着 5 一 的 一 0 反之 亦 然 。 但 是 每 个 线 元 素 长 度 保持 不 变 的 恋 
形 是 刚体 运动 。 a Caan eee 与 充分 条 件 是 ， 


+ 和 


t: ọpẹ t + © 


5.3 通过 位 移 来 表示 的 应 变 分 量 


如 条 引入 位 移 向 量 w, 其 分 量 为 


Ha = Ta — Aas l = 1,2,3) C5. 3-1) 
则 
ox, _ che. Od. Ou, 
3a, Ba, + om By, Oe By (9-3-2) 
应 变 张 量化 为 简单 的 形式 
_ 1 Ota 8 
v= È (80 $2 + By | Ba +b] — 3.) 
_ ra ey | dis Bey 
~~ 2 & T Oa; + Oa; da, 65. 3-3) 
和 
= Ifa _ a | 9us us 
i 2 (4, Baal Ox: 十 Da | ax, 十 ös ] 
Od; te, Ct, 
一 到 [下 十 Sa Oe Sc} (5. 3-4) 


FASE 3B HF co ye {t His Fee Ta dt fi Zy sit ;43) 则 有 上 典型 
项 
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tum 3+ 3 (( Be) + (8! + (BED 
en = U +i SZ) + S22. G35 
Fu = (Sp + S27 1S at Ss et Se Bel) 
co = 5 (55 + Be ~ lan By t Br dy * Be By) 


注意 , 当 计 算 拉 格 朗 日 应 变 张 量 时 ,wu,v,*w 被 着 作 是 姓 于 无 应 变 
位 形 时 物体 内 点 位 置 a,5,c BAR: PS TAY KR EBT we, 
vw 被 看 作 是 处 于 有 应 变 位 形 时 的 物体 内 点 位 置 rc,yyz AR, 

MR Lau. 的 一 阶 导 数 很 小 ,以 致 x BITA Se R A A F 
屠 积 均 可 以 略 去 , 则 6, 就 简化 为 千 西 无 限 小 应 变 张 量 


+» +% +» % +% +% ++ 


e= 5 3 se, (5. 3-6) 
用 非 节 略 符号 表示 , 即 
te = Site = yl get SIRS. 
ry = By ree 3S 4 Soh mee (5. 3-7) 
eu = Sey, eed e 


党 


和 


注意 ;前 应 变 的 符号 
伍 大 多 数 书籍 与 文章 中 ,应 变 分 量 定义 为 


Ou Ou Oe 

E E ， LE ry By T Ba’ 
Gu dw 
ay 
che ow o ay 

e 5 Bg Pe T Peu = BET Be 
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换血 话说 ,用 7.,,7, ,7Y.: 表 示 的 前 应 变 分 别 是 分 其 eyeryez 的 两 
信 。 我 们 将 不 用 7, :yy 因为 分 量 e。 ,7 等 放 在 一 起 不 能 形成 
一 个 张 量 , 这 在 数学 上 很 不 方便 。 但 是 , 当 和 你 看 其 他 书籍 和 文章 时 ， 
要 当心 这 个 差别 。 


5.4 无 限 小 应 变 分 量 的 几何 解释 


令 rsy 是 一 组 直 和 骨 稍 卡 儿 坐标 。 考 察 一 个 平行 于 工 轴 ,长 
度 为 dz 的 钱 元 素 人 dy 一 dz 一 0 。 由 于 变形 所 引起 的 这 个 元 素 长 度 
平方 的 变化 为 

ds! — dst = 2e Cdr)’ 
因此 


2e,,(ar)* 
ds + ds, ` 


{A ,在 这 种 情况 下 :ds—=dx。 并 号 假设 位移 Hy Uy Te 以 及 应 变 分 量 
ej 是 无 限 小 量 的 话 ,dss 与 ds 仅 差 一 个 二 人 阶 小 量 。 因 起 ， 


ds — ds, 
ds 


可 以 看 出 ,e= 代 表 相 对 钊 长 ,或 代表 平行 于 工 轴 的 单位 长 度 向 基 
的 长 度 变化 .在 图 5.4 的 情况 1 中 ,说 明了 以 上 讨论 对 体积 元 案 的 
应 用 。 

AY HARES ek es, 的 意义 ,我 们 考察 物体 内 一 个 边 长 为 dz ,dy 


的 微 短 形 。 从 图 5.4 的 情况 2,3 与 4 可 以 明显 地 看 出 ,和 式 全 
十 训 代 表 了 不 来 为 直角 的 roy 角 的 变化 。 于 是 


ds — ds, = 


= Erz’ (5. 4-1) 


Pa, 一 


tet 


] - 

E + 起 (5. 4-2) 
+ tan ff xoy 的 变化 )， 

在 工程 应 用 中 ,应 变 分 量 ev GAD HITE Hl 2ev 称 为 前 应 变 
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或 剪 切 清 移 .图 5.4 的 情况 3 对 于 理解 这 个 名 词 是 特别 有 帮助 的 ， 
这 种 情况 称 为 简单 剪 切 。 


oO x 


N 


i 


y 


0 . du ay 
fit 2:5 20. a, 70 


AWAY 


of =n rrr ett 


情况 4: <0, Se >0 


图 5.4 变形 梯度 和 无 限 小 应 变 分 量 的 解释 
5.5 无 限 小 旋转 


Ae OPRIRE a eer). Aw BRB PILE 

1 j 2u, _ 2u, - 

v= lag 7 ael (5. 5-1) 
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它 是 反对 称 的 , 叶 

ah, = — we Co. 5-2) 
由 于 wn sw wa TS o AEE ea, {LAG =P a ae op hg: tes 与 
oa 。 我 们 总 是 能 够 用 这 样 一 个 反对 称 张 量 构 成 一 个 对 偶 河 量 


it, = FE jr,» (5. 5-3) 


其 中 ,是 排列 符 导 ( 见 2. 3 节 )。 男 一 方面 ,从 关系 《5.5-3) 与 6 一 8 
恒等式 ,方程 (2. 3-9) ,得 出 eaan = Cony — ty) ,根据 方程 (5. 5-2), 
ETF o, EE 
WW S Ey. C5. 5-43 
FFE. o ABR A IA] ER ow PS CT BD SK EE 我 们 将 分 别称 wi 与 
wo BLAST u, ¥) He Fe 14] 量 和 旋转 张 量 ， 
将 5.2 A A AE AE A R 


+ + js 6 t + 


a a è ù + + P ù + ē e % è +% ë è ë k ē E: /ê E ë% ē FE ë E ēğ $ 


inh ee See. TER Uso 旋转 是 什么 1 泊 科 举证 明 TE 
AAP Ath eS aK Be Ag EY 3c PR) ie BE PO SR AE Fe h a 
w 2th. WT PER SR PRP PSP AP 
坐标 分 别 为 a. 与 x;: 十 dz,。P' 相 对 于 P 的 位 物 是 


du, = Sd, (5. 5-5) 
Ty 
这 式 可 以 写 为 
Cut, Che, Che; che, 
du = F SE + gajde + 5 [Se — gedz, 


第 一 个 括号 内 的 量 是 无 限 小 应 蛮 张 量 ,由 眼 设 它 等 于 零 . 第 二 个 括 
号 内 的 量 与 方程 (5. 5-1) 相 辐 。 因 此 ， 
du,=— a dr, = widz; Co. 5-63 

二 一 epad; CH A TECG. 5-4) 

= (w X de) (HEX) 
于 是 ,相对 位 移 是 oS ds HABA. 这 正好 是 由 一 个 围绕 经 过 PP 
AHH TE o OF ERE CPR De A lo] PSE 
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应 该 注意 ,我 们 的 讨论 限于 无 限 小 的 角 位 移 . 对 于 有 限 位 移 情 
OL FAHY BER AS 由, 的 关系 更 复 薪 些 ， 


5.6 有 限 应 变 分 量 


当 应 变 分 量 不 是 小 晶 的 时 候 , 对 庶 变 张 量 的 分 量 也 很 容易 给 
出 简单 的 几何 解释 。 

考察 一 组 直角 第 上 牛 儿 坐标 。5. 2 节 的 应 变 分 量 就 是 对 这 种 举 
Ae MA. 全 变形 前 的 线 元 喜 是 da, 其 分 其 为 da 一 ds,,da,y 一 0， 
da.=C, RX PIR AME E 用 
ds — ds, 


E, = ds, (5. 6-1) 
ds = (1 + #£,)dsp. C5. 6-23 
总 方程 (5. 2-10) ,有 
ds* — dsi = 2E, da,da, = 2E, Cda)", C5. 6-33 
#5. 6-2) 5T(5. 6-3) 合 并 ,得 
CG + ED 1 = 28, (5. 6-4) 
它 给 出 了 用 E 表示 的 E WE. RS 
E, = Vt 2h, — 1. (5. 6-5) 
当 五 : 远 小 1 时 ,这 式 化 为 
By = E. (5. 6-6) 


为 了 得 到 £ HMR RL RISB Pec ds Gd Sooke 
们 在 初始 状态 中 是 成 直角 的 。 
d syda, = ds,,da, = O.da, = 0, 
d sda, = 0,da, =ds,,da,; = Ô. 
变形 后 ,这 些 线 元 素 变 为 ds, (dz) E d sidr), 构成 变形 后 元 率 的 
WER ,得 到 


(5. 6-7) 


Or; Oz, — 
3a, 44. Ba," ad, 


dsd scosé = drd Ta = 


a Dt OF: 


a, za, Pod so 
但 是 根据 定义 (5. 2-8), XA 3 一 0, 故 有 
1 OD: Ox, 
Bia = 9 Ba, Ba, 
因此 
dsd scos = 2E dsid so 5. 6-83 


但 是 ,从 方程 (5. 6-1) 与 (<5. 6-5}, 有 


= 714+ 2E,,ds, ds= ¥14+ 2Ead sẹ 
因此 ,方程 (5. 6-89 28 tH 
2F,, | 
角度 8 是 变形 后 线 元 窒 ds 与 6 之 间 的 夹 和 前 。 在 初始 状态 中 为 正 
交 的 两 个 线 元 宗之 加 的 角度 变化 是 ms 二 xr/2 一 8。 因 此 ,从 方程 
(5. 8-9) 得 到 


case = €5. 6-9) 


sina, = —— Aiu (5. 6-10) 


Y1 -+ 2E V¥1+ 2b, 
这 些 方程 显示 了 Es 与 角度 和 种 mm: 的 关系 ,由 于 在 这 些 方 程 中 涉 
及 到 Ey En ,所 以 解释 就 不 像 在 元 限 小 情况 中 那样 简单 。 
对 于 欧 拉 应 变 分 量 , 可 以 完全 类 似 地 加 以 解释 .定义 每 单位 变 
形 长 度 的 伸 长 为 
ds — ds, 


a €5. 6-11) 
我 们 求 得 
e; =1—V1—2e,.- (5. 6-12) 


HARM Bi. 7 EG IEA EXHAR EAR 
Fe FT EL A A dia A 
2212 


sin?) = 一 天 一 -一 一 一 一 -一 ， (5. 6-13) 


wl — ženu V1 — ezn 
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TE AGB Af BEE A a. RCS. 6-1 OD ARCS. -DARRAR 
的 结果 
BA ey E, ee Epot Re 2h By, = Ze (5. 6-14) 


5.7 =e prs ARA 


By LA SER HE 4.1 节 到 4.83 节 的 缚 果 推 广 到 庶 变 ,因为 
这 些 特 性 是 由 所 涉及 的 张 遇 是 对 称 张 量 这 一 简单 事实 所 导出 的 。 
我 们 必须 敌 的 只 是 特 应 力 这 个 词 换 为 应 变 。 于 是 
《ea) 存 在 三 个 主 应 变 eenen 它们 是 行列 式 
le, — 8 = Ü, C5. 7-19 
的 根 。 HRA. 7-H. 
EEA ERE A e FHE-TEH HAMAR 
为 9 ;它们 是 方程 组 
Ce, eB = 0, G = 1.2,3) (5. 7-2) 
AYE. THRO n a h O a v3 ) 是 三 个 单 
位 向 全 的 分 量 。 若 方程 (5. 7?-1) 的 恨 eree 不 同 Ce, ezes), pi 
三 个 主轴 彼此 正 交 。 若 两 个 主 应 变相 同 , 则 方程 (5. 7-DA LA S 
个 解 , 从 无 穷 密 个 解 中 可 选 册 无穷 条 对 正 交 间 量 作为 主 输 。 知 所 有 
三 个 根 都 相同 , 册 任 何 一 组 三 个 互相 正 交 的 单位 向 晤 都 可 以 看 和 作 
EEH., 
(BEF EMM EE. 
《c) 若 坐标 轴 roroa SER — HMA Ee eR AR 
谁 形 


(o) 可 以 定义 一 个 应 变 偏 量 张 量 o% 一 人 一 二 eeBu。 张 量 zv 与 名 


具有 如 下 独立 的 应 变 不 变量 
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fy = eÂ» J, =e) eu = 0, 


了 = Teseus J= Lee. (5. 7-3) 
i, = Í eatre fy = so et er ， 


3 3 
ORRAT BES BY BLASS A BR AE EE 
的 ， 


5.8 极 党 标 中 的 无 限 小 应 变 分 量 


如 同 在 3. 6 节 中 指出 的 那样 ,往常 希望 引入 曲线 坐标 作为 参 
考 ,应 灰分 量 可 以 参照 在 曲线 坐标 方向 定位 的 局 部 直角 参考 标 架 。 
PIM, EEEE Y Goz 中 ,可 以 把 应 变 分 量 指 定 为 er, Eo s Esse 
ersen 如 同 在 应 万 情况 中 -一样 ,通过 张 量 变换 规律 可 以 把 它们 与 
Err sl yy 9 Er sOry rye 9 Err 联系 起 来 ; 见 3. 6 WF. 

然而 ,如果 将 位 称 疝 量 在 曲线 坐标 方向 分 解 成 分 量 , 应 变 - 位 
移 关 系 包 售 了 位 移 分 量 的 导数 ,因此 , 它 就 受 坐 标 系 曲率 的 影响 。 
应 变 - 位 移 关 系 可 以 表现 得 与 家 角 坐 标 中 对 应 的 公式 完全 不 一 样 。 

普遍 的 张 量 分 析 理 论 确实 是 一 黎 处 理 曲 线 坐 标的 普遍 方法 。 
读者 可 以 去 参考 更 高 级 的 专著 。 在 作者 的 固体 力学 基础 (Y * C 
"Fung,1965) 一 书 中 给 出 了 一 个 导论 。 在 本 书 中 ,因为 限于 苗 卡 
儿 张 量 , 所 以 必须 在 一 积 特 殊 的 状态 下 来 处 理 每 一 组 曲线 坐标 。 

下 面 将 说 明 在 柱 援 坐标 情况 中 的 两 种 特殊 方法 :坐标 变换 尘 
和 许 细 推导 法 。 前 者 将 在 本 节 讨 论 , 后 者 将 在 5.9 节 讨 论 。 

在 第 一 种 方法 中 ,我 们 从 极 坐 标 +,8,z 和 直角 坐标 了 ys 之 
闻 的 关系 出 发 


| = rcos?, | = tan`! = r = 
工 


| zT =g (5. 8-1) 
y = rsin, r= ty, 
2. = — = cos, = = 2. = sing, (5 8-23) 


On o 4) sind dd x cos? 


Bn TE ay GD 
HH ETT TER ILO PAT r A y ES ees E EI 
OT WA wosp & _ sind 9 
ar dar Sr ag SPS" Br r Be 
(5. 8-4) 
OD or Wa _ 92 4 cos? a 
Sy 7 By ay no r of 


变换 为 对 + 和 8 的 导数 ,现在 ， 
Te te SA PRP. RTT A a BS) 5.3 
中 所 未 的 aps ues, 来 表示 位 称 
Hauo., 同一 向 量 & 分 
解 到 直角 华 标 方向 上 的 分 量 是 
rrtyrtte. 从 图 5.5 可 以 看 出 ， 
这 些 位 移 是 用 方程 


H, = cos — uysing, 


u, = HSin 十 cost 


图 5.5 极 坐 标 中 的 位 称 向 量 


(5. 8-5) 
相 联 系 的 。 
AR ABER PAY BABS) RE A 
| Esr em Êr) 
len Em ey. | (5. 8-6) 
[ee 
实际 上 上, 它们 是 参考 于 局 部 直角 坐标 系 oy AMR Bar 
AA. S él.’ Se Elm. PARR IAA mse 


a O 
ray 各 I cos? sing ü 
8 或 y | —sind cos? 0 (5. 8-7) 
z 或 > | 0 0 1 
这 时 张 量变 换 规 律 有 交 , 碟 有 
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é,,= ¢,,cos*@ + e,,sin’@ + einzi, 
bi 一 €,,8in'? + e,,cos’*é — esing, 


és leny 一 €,,cos@sing + e,,Ccos’? — sin’), (5. 8-8) 


e= — ¢,,cos? + ¢,,siné, 
ea 一 一 ¢,,81n? + e,,cosé, 
Err = Ey, 
最 后 ,有 
Mr 加 _ Sts _ Ou, 
Err 一 一 Br’ — ay gf eg — Or 4 
_1 Ou, = lja, | Ou, 
Eazy 一 fa ye Ep = rset 3] C5. 8-9) 
= S Cus 
< 一 +(e + Be te 
现 将 (5. 8-4) BCS. SORA: 8-9) ,得 到 
€,,= | cosé > — a A Cu, cos 一 mint) 
== 名 一 1 Cue 
cos ina * > 38 | 
_ ngj GH! 1 Oe, _ t 
id By 十 -8 | 
. che, td. Ces 
— rg Ger ag Be Gite _ 
e, = sin’? a Cost | (5. 8-10) 
ing| CHe 4 Ste _ ts 
+ cosdsind| = + my | ， 
z _ sing Ou, Bu te 
=> 2 or roe r | 
4. $0828 20628) Se 


S d 145 rab 一 将 上 
ELEELEA KSERA Ce 8-8) ,化 简 , 就 得 到 


Ou, 


Er S a 
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3 
ai r ' ae’ 

ll ou | Cue i - 
ml (9. 8-11) 
e i; bm Ow 

eo! Be T St? 

一 工 | 1 Oe te y | 
fe Bir al Sz! 

_ 
fe Be 4! 


这 样 ,我 们 就 看 天 了 ,尽管 坐标 变换 方式 很 元 长 ,但 是 却 是 站 截 
了 当 的 。 注 意 到 方程 (5. 8-11) 与 (5. 8-9) 的 结构 是 不 同 的 。 用 张 基 分 
本 的 术语 来 讲 ,差别 是 由 于 坐标 系 的 基本 庶 量 张 是 的 差异 所 引起 的 。 

应 该 再 次 提 柄 读者 ,对 应 变 我 们 采 宙 的 是 张 量 符号 ,所 以 名 应 
变 分 量 Era yer Cute ae RY 1 FS 中 通常 纵 出 的 Kiya rs tit 一 半 。 


5.9 BR AR pa He MEME Se AR RY PTE 


Fy — As E ROBY ED MA FBS E E op LA E Be 
来 .我 们 记得 正 应 变 分 其 的 意 浆 是 每 单位 长 度 上 长 度 变 化 的 比值 ， 
面前 应 变 分 量 的 意 广 是 直角 变 作 的 一 半 。 对 于 无 限 小 位 移 , 可 以 从 
5.6 斯 示 的 图 形 中 直接 看 出 这 些 普 化 。 

首先 考察 方向 的 位 称心 。 我 们 从 图 5. 5ca2 看 到 
“tL ald ay 


Err — 


ap 一 a (5. 8-13 
从 同一 个 图 上 还 看 出 ,一 个 阅 向 元 素 的 和 向 位 移 会 引 迎 该 元 
素 的 伸 长 , 因 之 在 8 方向 引起 应变 。 原 来 长 度 为 rd8 的 元 素 ab 移 


到 a'b, KET AG+e de. 因此 ,由 于 这 个 径 店 位 移 上 所 引起 的 切 
向 应 变 是 


eye = (r + eod? — rdé _ te (5. 9-2) 
rdp r 
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Fy Fe SO 5. 6 COD A RAE w PAG BSD YS 


5-8 ERER PD as 
CHE E E Sechler, John Wiley 和 Soust TMA Ay ME Ad, 1952, gf) 
物 恬 -无 限 小 单元 的 自由 体 阁 和 画 在 图 下 角 的 两 组 坐标 系统 ， 
{ae tn fi FEE PE Ee Es o F A a i EE e a a g 


AER (O R en ee I E ea D R RER W E 


Fa 
enes Ce) et BIE 
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(tf) — oon PYLL L2 l Otta _ 
ey = Ee r a8 (5.9 3) 
StH EAE ew 是 和 式 
i 1] dau - 
fa = z to se: €5. 9-4) 
Sh fay ie A E E Ey A A ee Ta RE ,是 
cht, 
ax = Bee (5. 9-5) 


BY AE ee EEG Aca’ 8 — Zcab 的 一 半 , 如 图 5. 6(c) 
所 未。 直接 检验 一 下 图 就 可 证 明 


lil Se _ 
eo |o ap + St}. (5. 9-6) 


第 一 项 来 自 径 向 位 称 在 #8 方向 的 变化 ;第 二 项 来 自 切 向 位 移 在 径 
向 的 变化 ;由 于 线 COME SPELT OAH 
刚体 旋转 .所 以 出 现 最 后 一 项 。 
参照 图 5. 6td) 与 (e) 可 以 推导 出 其 人 杂 两 个 应 次 分 量 evev。 
| Yis ELF ] 
1i gld |S lde]. (5.9-7) 
2 + = | 


l Ou, Se) 
r oa | @e 


ea = 


|l 
pole 


1 | 2 | Se | de | 
Ear = p | , Oe 了 十 | (5. 9-8) 


自然 ,这些 方程 与 方程 (5. 8-11) 蚌 一 样 的 。 的 确 , 直 接 的 几何 推导 
方法 比 前 一 忆 的 代数 方法 的 概念 更 清楚 些 ， 
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5.10 其 他 应 变 度量 


我 们 一 定 不 要 认为 上 面 所 定义 的 应 变 张 盖 是 唯一 适合 于 描述 
变形 的 应 变 度 量 。 当 我 们 把 变形 分 析 建 立 在 任意 两 个 质点 间距 高 
平方 的 变化 的 基础 之 上 时 ,它们 是 最 自然 的 一 种 (5.2 节 )。 距离 的 
平方 是 一 个 方便 的 出 发 点 ,因为 从 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras) 定 
理 @ 知 道 ,直角 三 角形 斜 边 的 平方 等 于 直角 边 平方 的 和 。 利用 毕 达 
哥 拉 斯 定理 ,我 们 指出 在 直角 笛 卡 儿 参 考 标 架 中 具有 坐标 为 x, 和 
tds 的 两 点 间距 离 的 平方 是 

ds? = dz? + dz? + dz, 
在 5.2 节 , 把 分 析 建 立 在 这 个 方程 的 基础 之 上 ;结果 是 应 变 张 量 的 
自然 定义 ， 

变形 不 一 定 非 用 这 个 方法 来 描述 。 例 如 ,可 以 坚持 采用 距离 
ds( 代 营 ds 的 改变 来 作为 我 们 的 出 发 点 ,或 者 采用 位 移 场 的 九 个 
一 阶 导数 集 

du du du 
ar Gy Oz 
w Oo oy 


a 3 Be | (5. 10-1) 


Bw dw Ow 

ar Gy Oz 
作为 我 们 的 出 发 点 。 的 确 ,这 些 称 之 为 “变形 磁 度 ”的 导数 是 十 分 方 
醒 的 。 我 们 可 以 将 矩阵 (Bj/3x,) 分 解 为 对 称 部 分 和 反对 称 部 分 之 
利 


中 即 姆 股 定理 ,或 商 高 定理 ,一 一 译 者 
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[ 2 Aj Sey Sel Lice, Sey 
| fave 21 Oy Ox | 2| a2 7 a! | 
| | 
| jo oe On ou 1: Se te, | 
pi; ov ot Å di A s | 
2l ae T 3! 3y 2. Be + Sy! | 
1 i che che Ei cee oe THU | 
lax tee! lay tal Sz 
f 0 1/ou _ o 工 | 2 ow| 
| z| Sy Or! sl Əz Ər, 
1 
i lje % li ow 
| 2, ay ox ° 2 | 之 By | 
| 1 Ore Sr l, du ches 
po 2) Se ee — 2.) Dew LS 
i 2 1 Dz Bx | 2 | Sz ay | 0 = 
` (5, 10-2) 


因此 ,变形 梯度 矩阵 的 对 称 部 分 虽然 是 5.3 节 中 及 定义 的 无 限 小 
MEAR IE RE. 
HAE A FAY i E R Ey E M S OK inger) MiA 
张 量 。 当 用 方程 65, 1-45. OA RY , 柯 西 应 蛮 张 草 是 
Oc, Ode 7 OR, OX, 


Co = Sa Sz,’ = Br Ba, : (5. 10-33 
TRR OR Ae A ee 
Ox; OZ, po _ 2a Oa, 5 
B, = aa, Ba, + B, — Sr, ax,” cS. 10-43 


OPUS FCC OC RB, PTE (一 和， 
五 .一 人 ,来 表示 的 。 

我 们 不 再 进一步 地 讨论 这 些 应 这 度量 ,只 是 要 注意 到 ,它们 可 
能 运 合 二 高 等 巡 综 介质 力学 理论 中 的 某 些 特殊 需要 。 


>J m5 


5.1 一 自负 管 是 让 可 压缩 的 , 即 其 体积 不 变 。 在 正常 条 件 下 ,血管 可 酒 和 从 
圆柱 体 管 。 设 莫 人 由 于 菜 种 原因 了 血 庄 增 加 ,血管 内 入 从 a EA at Aa, 
商 轴 向 长 度 不 变 , 计 算 血 管 由 血压 增加 引起 航 膨 向 和 和 径 向 应 变 。 
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5。 


Gr 


L 


Fr 全” 


shy 4) fa) 2 BS 47) 
(ek -> 1) (s>0) 
图 P5.2 shai Sst 
(al fie m 是 坐标 zx HAE RRA PASE” a ih a 
经 过 均匀 变形 后 变 成 一 个 球 a ty? +e! =r? i) A se a? 
[采用 六 x5;31z) 一 0 济 的 方程 ,其 中 syr BAA LEGS OI 
EAE AH SSRN ER. SF RM Cry. 2B Cay RES 
PPE A, EARS SE FEL AY IL ee PS. 2. 
EPEE E :IT 二 TY SA l Sz. 
CRE E a mat syy Syt =r. 
FT EE tes yoa) A PEE P AR TEZE AE LAAT BI — AE AI BHC : 
y ,=) 刚 是 变形 以 后 该 质点 的 坐标 。 试 证 明 , 若 * 一 二 (一 二 5, 则 纯 草 
切 可 以 认为 是 相对 于 两 个 轴 的 简单 前 切 ,这 两 个 轴 与 Oz Oy FM UR 
tan (上 0。 等 价 地 ,一 个 简单 葛 切 可 以 认为 是 具有 上 一 YY attis 
BERMEA Ox {Er ton 8s tan CEH HT 
GA P PH TEDE yO RRR ENE DJ EAS HGR J. C. Jaeger) : Elastici- 
ty, Fracture and Flow; London; Methuen & Co., 1956, 第 32 TPR 
Ell). 
RE FRAT FETS SR RE A A — PE Be BH n, 
是 坐标 的 线 生 函数 ,使得 经 过 变换 
xe, =e He = a, te,” + az c1} 
Eoin PA r.. AP u OS aR. EPMA. ir 
4+ y Fag baer? 对 应 于 一 个 椭 球 
Cw (2) 
BLE SEB OD SP SBT al HP A Pee PA ATE R] A 
用 异形 来 代表 ,如 图 PS. 2 Bro. 
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HE EY 7) 
ge = hey = yk, =e, 13) 
CEED 
r = r p Bey = y‘ Ss La} 
两 种 变换 在 图 中 表现 得 完全 不 同 , 也 是 事实 上 ,它们 是 相 亿 的 。 相 局 性 
最 好 是 通过 考察 应 变 椭 球 的 办 法 来 证 明 。 
AA zx’ 一 z ,所 以 考察 zx 一 y PP TRL PS BH A SR RAE AT 由 方程 
(DA r 十 ?一 1 Bie 


F 
k 十 re =]; (5} 
oY #864) fa — Pe STOR: . 
xt +t dsry + (1 + dy = I. (6) 


the gE R F RES EO. A ay 转 过 角度 了 到 上 7 RF 
FECL. 4-2) 45 
a = écosf 一 pint, y = fsinf + yost (7) 
HLERA TEG SE TR th RS 
&(Ceas?? + dscosésind + (1 + nsin fn + Csin 一 Assindcos? 
十 《1 + gsto f + €90— eostin? 
+ d4s(cos?# 一 sint) 十 Peos@sinf(4 + 4°97 = 1, (8) 
E s= —cor2d, 2 9=— -tan j | | TW Ey 的 系数 变 为 零 . 用 这 个 站 
值 :方程 469 中 E ARAT A 
cos'e — 2cor2ésing? + 41 + 4cot ?2@)sin*¢ 
= 1 — 2cos2? + cosg cosi = ian". 
EMELE A PEOP y AY ARR ay EA cotta. WE, FORA 
tan fE 十 cotta = 1, (93 
如 果 我 们 写 出 上 =tang, 那 么 方程 (49) 就 正好 化 简 为 方 竹 人 5) .因此 ,这 两 
个 庶 变 精 球 是 相等 的 ;一 个 应 变 机 球 转 了 角度 如 变 到 另 一 个 应 变 椭 惠 。 
这 就 证 明了 纯 前 切 与 简单 前 切 的 等 价 性 、 
为 了 寻求 下 与 的 关系 ,我 们 注意 到 


cosZ@ cos 浊 一 sn 了 | 


[ == singe = painios = Fi feat? 一 tan]. 
国 此 ,由 于 s=—cot2? A ketang WA 
一 > 一 于 [二 一 划 , 与 二 + VFD 10) 
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5-3 一 -个 长 度 沟 bwm, BE 6m, BBA 0. 120m 的 钢管 , 轴 向 伸 长 0. 010 
cm, 直径 膨胀 0.00lem, 拒 转 了 1。 试 确定 管 中 的 应 变 分 量 。 
5.4 对 图 了 5,4 中 所 示 术 染 , 试 确定 
(a FP Pia. 
(EFF PD AG 


Pad WRR 8B 点 位 称 的 方法 
DHE OBC Rb BRS Be Bh AB RL BHP BEB , 
Co) BE Me Wi So Ti BBE He ER EF a a eS Be E 
CoM EE a EA -EE R e= E RARE E= 207 
GPa, WAW EA YR *。 
(和 确定 加 载 点 B 处 的 位 移 向 量 ， 
答案 (6) sas =503MPa 
dw = — BA. ZM Fa 
ic) esp = 2.41074 
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ewe dd 25 107! 
id) O 64cm 
EO TR Ne aE. RIIA 4B 中 


拉力 为 6428kgt w 2 + 10 磅 ),BC 中 压力 为 4545kg( 一 10,000 BD. 
十 构件 的 横 前 面积 去 除 瞄 向 就 得 到 应 力 。 再 除 以 杨 氏 模 量 ,得 到 应 恋 
ean=2. 405X10-: em 一 一 0 425 xX 1078, 

Bea BO LES TR TEE ST EE AT BC BRE 
o ABADEN, EEATT B Et Ciga A BO OT BEEE f tk 
TE CAE pè, HACHA fe by Mb. REF BAR AD AS A BCLS BC 比 
BP), DP a ET CHER. SSM AP ABU A ABE AB 上 
BR Bua tA AX HE, RUG A B ,是 移动 后 连接 点 
KM St. 

AT THUMB ES RAE Ps. 4c th 

BB' = VBR’ LAR! = v BR? + BP + PB Y 


r _- 


= /BF P p PEN: 


现在 ， 

BS = jew | > 12lem = 5.26 & 10cm 

BQ = 6800845? = ey, ABcosas® = 0. 293cm 
AR Qs = BQ=0.293em, AD. RRA Ba = 0. 640cm, 
注 RR RAR ABAD OS AD i BEAT BT TR A SEE EP a FE 
fe. APRS H OA mE T Ai. CARRIE eL=TL/ 
EA SCH LEITA, A FERC TARE AR a EP CL 
AEJ SAG P5.40e). BAe, SFE W AREE AI LAT É 
MERMET OW + oer ORT SR BA 


FA Jy FG FARM HE AY , A7- PEJE ALAR HE AY UPL ea, A 


HG ACER PERS 2h OG MIER F EG ELS RAY HEARED. la. SAE 
功 等 于 贮藏 的 应 变 能 后 ,就 得 到 
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5. 


5 


WWE A LAG. BS 4=0. 35m, ERS BMA Bo 
+A BEC?) = 0. 640em, 


图 P5.5 aE AR 

(aR ARR Ob) ad Bota 
ARE ET IR Se Bl] K RER E AB og GB 2 oe YO 
(图 PS. 5) 。 慨 设 火箭 蛋 是 一 个 圆柱 体 , 若 下 面 的 一 些 健 设 成 立 , 试 情 计 
顶端 4 点 的 水 平 位 移 : 


”" (a ERA AAR a=0, 555x107. 


5) 面 对 本 阳 一 钢 的 火箭 体内 的 最 高 刘 度 比 背 阴 秽 的 最 长 温 度 商 20? 
F. 

CHEE GARD E E A AA E A Se E z 轴 方 向 是 线性 变化 
的 。 5 

CDH FoR FERRE ARTS FR R 

KR AR T I 

Ham AARAA ,然后 积分 ,得 到 挠 度 。 

等 案 ”着 边 的 热 应 变 差 =aT 一 20X10“。 顶 端 找 度 一 26. 3cm。 

试 推导 一 个 承受 小 应 变 6 的 单位 佐 积 元 素 的 体积 变化 表达 式 。 

试 证 明 当 应 变 较 小 时 不 变量 OT ey Fen tea ft ze T AE ik A 
AP tt, « 
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a. 8 


RE ERS? Pt oe BS a BB RS -HAARLE At 
FE MERE AREY 016 形式 (对 上 上 不 求 和 ), 其 中 ,ei,es BEM 
变 。 考 察 一 个 受 应 变 的 物体 , 社 选 择 一 个 单位 立方 体 ,其 边沿 应 变 主 轴 
HFE. GRR BES IKE -个 这 ,变形 后 变 为 1 十 e,。 因 此 ,新 体积 证 
(lee, tibet +e y= 二 de 二 ez 十 十 十 商 阶 项 。 所 这 ,在 时 去 高 阶 项 
后 :得 到 单 世人 体积 的 体 程 变化 是 十 es 十 拉 。 

从 方程 (5. 7.37 知 道 26,2 --P REE. MEME ST ete, 
Her HIE, h Se te te: ME MEE ILS SR Ae, 
3, 的 意义 就 是 应 变 很 小 时 单位 体积 的 体积 变化 。 

用 对 于 坐标 系 cap 的 分 量 , 给 定 了 一 个 应 力 场 vw, ;试问 ， 
DEWA EET 
‘主轴 的 定义 是 什么 ? 
to 简要 地 描述 如 何 失 原则 上 网 定 主 方向 ' 妈 主轴 方向 )。 
2) 考察 对 于 同一 轴 的 应 变 张 其 ,你 扯 样 确定 主 应 蛮 及 要 应 的 主 方 问 ? 了 
OSMI 5) AE Sie FE 
T, = ded, + Zee, 
相 联 系 ,其 中 A pe REP IEE Heh UE gL 
£E He FET SEB RA (Rayleigh 438 J IBAA 
m = Ae VYexpibOr — cf, 
pes Be “MexpGete — cts 
w = 0 
的 弹性 力学 线性 方程 的 解 。 
如 果 zz 平面 代表 池 面 ,y 代表 进入 地 球 的 深度 ,wyvuzu 是 地 球 的 质点 
Hee FRA LH RRR Ee MSR AREA ce H 
度 自 地 面 控 指 数 豪 减 。 假 设 波 发 生 在 地 奸 内 部 ,地 面 是 目 由 的 , 即 作 用 
在 地 桓 上 的 应 方 阿 量 为 零 。 在 检 驻 了 运动 方程 与 边界 茶 件 以 而 ,他 求 得 
WH 4 ,有 ,pc 得 到 解 
a = Ate he og 5773670 Pe osgirc — Lt). 
v = AC— 0.847527" MP + 1], 467 Ge 8 RY) 
sing(a — f.2), 


tw = Ü. 


常数 PT BUR ARMES- EFFEN RRN 0.9194 
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fi. APM ARER G EHAN yx 一 0 的 举 无 限 弹 性 体 中 传播 的 条 
件 .质点 在 xy 平面 内 运动 ,幅度 随 着 高 自由 表面 距离 的 增加 而 递 短 5( 见 
图 P5. 8》。 它 代表 了 有 地 条 时 ,在 地 霸 仪 上 所 能 看 到 的 最 突出 的 波 ， 
(a) 试 回 出 波形 的 草图 ， 

(REHAB RE ?一 0 上 : 儿 个 工 值 处 质点 运动 路 径 的 草图 . 对 ?> 
o BLARE 2 秆 的 质点 ,也 画 出 它们 运动 路 径 的 草图 。 


图 P5.8 瑞 利 表面 波 
Ce) 试 证 明 质 点 运动 基 塞 减 的 。 
(#7) 试 确定 在 尾 意 给 定 朋 时 , 何 处 发 生 最 大 主 应 变 , 以 及 这 个 应 变 的 值 。 
$8 (a) (6) Co BB 


DRA w=0, RAEE E oee EWE. TERR e,o 
>00 AR kuuw 政 它们 的 导数 的 最 大 值 发 生 在 y= 二 0 处 。 在 这 个 平面 
上 上 ,在 + 一 0 时 ,有 


Con = SE = ARC 一 0.5773)sinkr， 
Eyy = ou = AR((O. 8475)" — 1.4679 & 0, 3933J9ingz, 
oy 


Ery = At 0.8475 + 0.5773 x 0. 3933) 


+ (— 0. 8475 + 1.4679} coska = 0. 
因此 ,最 大 主 应 变 是 
£a = 0. 4227 Ak reyp = E0. 14094 A. 
5.9 考察 一 个 草 位 尺寸 的 方 板 , 其 变形 如 图 P5.3 Bran. RAY E. 
A ”其 变形 可 用 下 面 一 些 方 程 来 描述 ， 
I 
3 


a) = dy) + Rr Ta = Gay ts = Gy, 


或 
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ap 


图 PF5.3 AAR Bie 


ay = M 


因此 . 
二 
+ 对 , :| — 1 Jase} 
_ 号 B | 3 ja 2 3 4 "exer, 
+ 1 一 :一 | 3 Jace) 
= Fete da, + | >) ea 
~~ dnde, ld 


f3 (3 
得 是 粹 (5,2-10} 基 道 , 这 是 PCR + By daida,t+2kndei. AK 


、 a pe 了 ， 
Le = > f3 :bas 6 Pyy 2 fa” gF 
MAE aT RAE, 
5.10 RART, HERRA Aa RE “个 非常 小 的 量 . 使 得 


Tu = or, ~ O,0ler, 
Ya = rT = ap 
于 是 
dx? — 过 这 一 ü, Olda de, + (u, Ql yA? 
= 0, Uldujde, — (0. 01 di. 
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AH: 
Eg = 0.0025,£,,=5 x 1177, 


Ep 7 ü., 0925 1E = 一 5X Ig, 
在 这 种 情况 E e EES, 
Og Xa 
a, L2) 
(1,13 le 
1 
x3 04 
it 1 
(a) tT, ay 
oO 1 品 14 
a2 Xa 
LaL- (7, 12) 
X= 03 
oy {b} 
0 O5 | 之 
Xa 
002,1 0r) 
Eei x 


ta} a ib] 


图 P5.11 方 板 的 三 种 变形 型 式 

5.11 AFER PROHA EE ERG ,如 图 P5.11 PR HR BT 
未 。 试 确定 应变 分 量 By Bass Bye seri see2 @120 
答案 情况 1, 从 形状 (ae 导致 形状 他) 的 变换 是 r = 1. dee = 1. 
2a cad FEU 2. ERASE r = 1. 2 十 0. 5an,22 l. Zar, t= 8a. TH 
Mt 3.4 2, =1. Ole, +3). Cfar a= l. Glara =a. Mie. ae 
方程 (5. 3-5) 得 到 应 变 分 量 。 情 况 3 适合 于 由 方程 (5. 3-7 
限 小 "应 变 。 

512 一 个 单位 方 本 OABC 以 三 种 方式 变形 到 O AAC", aR PS. 12 中 所 
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示 。 在 情 沈 ia), C6},te) 的 每 -种 情况 中 ,把 广 板 中 每 一 点 的 位 移 场 
“i. G RIRIS SHE (eo EM. BEND 后 se。 很 
Hw =—O,4,.4, Ga. Ra DH. ERR. B OAOA 
OC OCR KENA L Bea. af ecen tg BR DA RR Se 
sr 的 简化 表达 站。 


¥3,03 Fa, Os py, Tp 


图 请 .12 OAC BOA RC 的 变形 
5.13 — RUHR OBC ASRS PS. 12a A fe A TER 
SUA PS. 1206 Bi as a ee Ro. 126c2 所 未 的 旋转 。 
经 过 这 样 连续 的 地步 变 形 以 后 ,试问 应变 五，eu 的 值 是 多 少 ? 首先 回 
管 二 ss 区 为 有 限 荡 的 情 六 ,后 后 再 团 管 a ,5s1,8, 兴 为 元 限 小 伞 的 博 
the 


5.14 24) Ps. 14 qay AAE 
到 另 一 个 枫 时 EE E, 
Be, 第 一 个 棉 的 顶 朋 为 EA 
30°; BP a A OA de 90°, 


Pa BF 2 SE] 。 


5.15 @ ABCD dE ay TMAR — 图 P5.14 ARARE 
个 单位 方 板 ( 图 P5.15),ABCD 是 大 的 可 变形 物体 中 的 - -部 分 ,这 个 
变形 位 承受 由 下 式 绽 出 的 
均匀 小 应 次 
‘1 2 3) 
12 1 vv] xX 107. 
l3 o 2l 


试 司 直线 AC 与 AE AKERE? 
答案 AC Wik 0. 00423, AE Rik 0. 00290, 
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图 P5.15 在 已 知 应 变 的 概 内 线段 的 长 度 变 化 
5.16 一 个 方 薄膜 一 1 所 z 拉 1, 一 1 科 ? 守 1, 被 拉 伸 ,其 位 务 用 
u = ai + y). 
v= Dry, 
w= i, 
描述 . WEE e p AERE ot BEAT ERA CO, OO Rb A EI E 
什么 ? 假设 常数 a,8 无 限 小 。 


图 Ps.17 #7 Riki ALERTS 

5.417 CREATOR IA P5. 17 Bras. H LRE ARER 
H PTAH ES A PA at Ale] Re 
为 EE, 林 架 中 心 受 载荷 号 。 试 问 在 载荷 作用 点 处 的 垂直 搞 论 是 包 少 ? 
答案 用 习题 5.4 中 所 讲 的 应 变 能 靶 求 解 本 古 , 挠 麻 是 5, 828PL/ 
AE, 

5.18 B FERLAK eR. AP ES OA RS. e 方向 
位 移 w HE. coy PE ew 为 无 限 小 , 且 蚌 x,y 的 函数 。 若 在 其 
一 域内 

a = (I — yia + br ter"), 
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5- 19 


5. 20 
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其 中 abse 2m RRB y 方向 的 位 移 v. 

担 示 :利用 习题 5.6 PRS, 

撕 圆 截面 柱 形 铀 棒 插 转 问题 区 PP5. 19), 求 得 其 位 称 本 用 如 下 方程 描 
iB 


a 一 D’ ar 
=~ ary 
a p a 


Etk a EHE E ti cti. i aem d= lem 计算 在 点 Ale S007 =0) 
处 的 应 变 。 4 处 最 大 剪 应 蛮 是 多 少 ? 什么 位 置 上 有 最 大 切 应 变 和 最 大 
扭转 ? 

BBE Rie. =— Sa ee =O RRUAR = — -Ee KENES = 


H 一 ary, 一 ae yt 一 一 


徽 耸 尾 一 可 分 析 图 数 
pay steers d. UP aR AR A 
— OF RB BR n Cay ugs 
ws BUS F a ee x 
M: A 
op 

i, = aan, 
什么 是 此 位 移 场 的 应 
AE a} Ht Aa BY AE 4x o 5.19 MAPK 


E? ABITATA OL 


(=£ 
FE 
其 中 R= rit ritr] 
日 C.D 是 常数 ,将 它 用 于 内 半径 汶 & 奸 半径 为 上 的 空心 球 ,; 球 中 应 变 
{he & 9 
ARPS. 21 是 另 一 个 从 Boreli = A 2E BAN RR EB CO) BE. 23), 
FRB as BY EEA TL FS HEA a ER E T AR 
AAA RA Be WE, JEHA ah AE AR A. ORL Ae E 
P5. 203 85. DEAR A BORAT Ae Ta 
WA USL Ae ARE RRR RRR. BO 
H. aÈ A REFI F y Po. 2 Be 
ae EGI Re EEH SR A AE EAN 


+ DR? 


Eat BOER WP RE SA ALD. Borelli 认为 
EGERET. Rit ,尽量 加 上 理论 和 实验 细节 。 


图 P5. 21 Borelli 作出 的 经 典 原 图 
关于 心肌 结构 的 现代 资料 可 查阅 streeter D. Jr, É“ C ME i pE JE 
访 和 肌纤维 几何 ”",* 生 理学 手册 ,第 二 节 ,“ 心 血管 系统 "第 一 卷 ,“ 心 
AE” (Berne, R. M. #4 Sperelakis, N. ), 甘 国生 理学 会 ,Bethesds MI} 
81 一 112 页 。 推 广 此 结 是 去 解释 为 何 一 只 到 或 龙 奸 能 靠 封 在 刚性 壳 里 
的 肌肉 去 运动 它们 那 强 动 的 轴 子 ,这些 巩 肉 的 应 奕 当 是 电 一 种 7 
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G 速度 场 和 协调 条 件 


我 们 将 考察 速度 场 并 定义 应 亚 率 张 量 。 然 后 我 们 将 研究 应 变 
分 基 或 应 变 率 分 量 的 协调 性 问题 。 


6.1 速度 场 


为 了 研究 流 慷 的 流动 ,我 们 一 般 关 心 的 是 速度 场 , 也 就 是 说 是 
甘于 流动 物体 中 每 一 个 质点 的 速度 。 我 们 用 参考 标 痕 o-zyz 确定 
每 一 个 流体 质点 的 位 置 ;那么 就 可 以 通过 确定 每 一 点 C(x;，y，2) 速 
度 的 速度 向 量 场 wzyysz) 来 描述 流 场 。 采 用 分 量 形式 ,速度 场 表 
IR AX Bl 

HELYT) VLE y EI wkr, y2) 
RF RAR SO eo r RRA A. 

At — Ps A Fe EE BR, Cr te ta) 
但 是 ,我 们 有 时 必须 研究 相 邻 点 速度 的 关系 。 令 质点 书 与 已 在 某 
个 瞬时 分 别 位 于 x, 和 z+ 十 dr,。 在 这 两 点 上 的 速度 差 是 


du, = Se dx, C6. 1-13 
AFRE RU v/d RETAS P Ea. ME 
oe, _ | | de a, | 1 ! = i dv, 
Sr, = 5i 这 + Sp | 一 | ar Bz | EG. | -2) 


RELEE BRE 了 ,与 旋转 张 量 Q- 
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Vi= 5 z 十 3 (6. 1-3) 
on, 
A, = >i oes 一 对 | (6. 1-4) 
ABA st = Fo — 2 (6. 1-5) 
4 


显然 Yo 是 对 称 的 : 台 , 是 反对 称 的 ; 即 
V,=V, 0,=— 0, (6. 1-6) 
因此 ,GQ, 张 量 只 有 三 个 独立 的 分 量 , 并 存在 一 个 与 3, 对 偶 的 向 量 
Osx, 
O, = Endha Q—curl¥ (4. 1-73 
其 中 se 是 排列 符号 , 它 的 定 尽 见 2.3 节 方 程 (2. 3-16). HE © PF 
为 旋转 向 量 。 
方程 (6. 1-7) C6. 1-1) 与 方程 (5. 5-3) 和 (5.5-5) 业 似 。 它 们 
的 几何 意 余 也 类 械 . 因 此 ,速度 场 的 分 析 与 元 限 小 变形 的 分 析 非 常 
类 位。 的确. 如果 用 无 限 小 时 和 间 向 也 dz 去 四 vw, 则 结果 是 无 限 小 位 
称 u 一 2 不。 因此 ,凡是 我 们 从 无 限 小 应 变 世 学 到 的 东西 都 醋 以 立 
刻 相 应 地 推广 到 应 变 变 化 率 上 ;只 轰 用 速度 这 个 词 代 替 位 称 由 可 。 


6.2 所 谓 的 协调 条 件 


假设 我 们 对 一 个 未 知 闷 数 wtx,y) 给 出 有 了 两 个 偏 微 分 方程 
的 方程 组 ,如 


ot 一 工 十 By, Si = a" (6, 2-1) 


我 们 知道 ,这 些 方 程 不 能 解 :我 们 有 过 多 的 互 不 相 容 的 方程 。 如 果 
将 两 个 方程 (6. 2-1) 计 算 二 阶 导 数 Biwi/3z3y, 就 可 上 明白 不 相 容 性 
了 :第 一 个 方程 得 出 3, 第 二 个 方程 得 出 2z。 它 们 是 不 等 的 。 
因此 , 当 给 出 偏 微 分 方程 时 ,就 产生 了 可 积 性 的 问题 。 微 分 方 
fE 
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One a 
Br T I y), 3y = FCC YY), (6. 2-2) 


RAHME eo ERR PARE 
Z= SE (6. 2-3) 
方程 C6. 2- 3) 称 为 可 积 性 条 件 或 协调 (性 3 方程 。 
现在 考察 像 可 能 在 在 于 固体 火箭 药 福 中 那样 的 平面 应 变 状 
态 。 假 设 有 一 个 工程 师 做 了 一 个 实验 模型 ,利用 各 种 仪器 .如 应 恋 
人 羽 , 尖 弹性 位 右 ,与 云 纹 分 析 相 结合 的 激光 全 加 等 方法 ,获得 一 组 
应 变数 据 ， 它们 可 以 表示 为 
== 了 (zy ty = grey), 
oo hy) Pa = @,, = ©, = 0 (6. 2-4) 
TOS PS HE pat ee a a OE SS A. BE BI 
容 性 吗 ? 如 果 它 拉 是 相 容 的 ,我 们 能 从 所 得 的 这 些 数 据 , 计 算出 全 
FE ulr yH viz. yh? 
如 果 是 小 应 变 的 话 , 上 述 间 题 可 以 妆 纳 为 对 下 述 微 分 方程 进 


行 积分 的 数学 问题 。 
pi = fr y), CS €.,) 
5 = gary) (= ep) (6. 2-5) 
< += 二 - 一 2hlz,y), (= 2€.;) 


WE. ie Lb os — pte y 微分 两 次 ,第 二 个 方程 对 r 微分 
两 次 BP ARS x 和 yy 各 和 害 分 一 次 , 则 得 到 


ee FF ov _ Fg 
aray? Dy Dridy or c6. 2 6) 
Fu On oA 
brayi | Brdy ~ © Bxdy c6. 2-7) 
将 方程 (6. 2-6) 代 入 方程 (6. 2-7) 有 
CL 4 28 2 GR (6. 2-8) 
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Or i HE SEK OE. UR RRB A o i 
RA TIRE 
用 应 变 分 量 表示 上 面 的 结果 ,有 
o 2, 


已 re Ge 
ay Br: o é arey 6. 2-9) 


方程 (6. 2-9) 称 为 平面 应 变 状 态 下 的 协调 方程 。 

对 于 流体 的 两 维 速度 场 可 进行 类 似 的 讨论 .例如 ,如 果 流 体 是 
双 折 射 的 ,就 可 以 用 光学 双 折 射 的 办 法 来 测量 应 变 率 张 量 的 分 基 。 
或 者 可 以 用 理论 的 办 法 来 求 得 一 组 应 变 率 。 为 了 检验 相 容 性 ,我 们 
必须 有 


十 


Ve. , &V,, ry, 
By? 5n 一 2 Boy C6. 2-103 


EPV Ba Ry Ae ek Ba Sp EOL 6. 1 P. 不 过 ,在 流体 力学 中 ,这 个 
方程 被 看 作 是 可 积 性 条 件 . 这 样 ,协调 性 和 可 积 性 就 意味 着 是 同一 
回 事 。 


6.3 二 维 应 变 分 量 的 协调 性 


把 上 节 讨 论 的 问题 推广 到 三 维 , 我 们 堆 样 积分 微分 方程 
1 FT Sz, On, 
ae T an, | 


(6. 3-1) 


a, = 


以 决定 ww WE? l 
* RRI ZTR e AATHE, CRG ¢ EAR 
件 时 ,方程 组 (6, 3-1) 才 会 有 单 慎 解 。 
对 方程 46. 3-1) 微 分 ,得 


430 = J Gis + i; att) (6. 3-2) 


TE.” Fa Ta a9 tea k 各 l 表示 依次 对 Tk 各 Ti He 4g EEE 
下 标 ,有 


1 
Ehin T y Hats + His) 3 
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Oak = p Mda 十 fbf yri by 


2 
H 、 
Cure 一 一 op Hu kal 十 ldap ts 
从 这 些 方 程 ,我 们 立即 证 本 
下 -十 Paro; T Casp T Epa ST U (6. 3-3) 


SOMES HERA EL. 

方程 C6. 3-30 BARE 81 个 方程 中 ,只 有 8 个 是 基本 的 . HF 
考虑 到 ee 中 号 和 eu 中 的 如 的 对 称 性 ,其 余 的 或 者 恒 等 , 或 者 重 
复 。 这 上 个 方程 用 韭 节 赂 符号 与 为 


Bee L Bj de, Ys Oen] 
Oe ar ay ' 
9 Oe,  We., He. 

Srey oy Bart’ 


(6. 3-4) 


Sen Se, e, 

ozar art gz” 
方程 (6. 3-3) 或 者 (6. 3 4) 是 必要 和 条件 ,是 不 是 充分 条 性 呢 ? 这 
祥 , 将 6 个 协调 条 人 忻 和 方程 (6. 3-1) 给 出 的 6 个 微分 方程 地 在 一 
起 ,是 不 是 能 保证 连续 介质 性 存在 (Czy) ta oa yet) ru Cas 
ys) 国 数 有 单 值 连 续 解 呢 ” 要 回答 这 个 问题 ,首先 我 们 解释 是 由 
于 应 变 分 量 只 决定 物体 内 点 的 相对 位 置 ,并 且 因 为 任何 刚体 运动 
FART AEE AE BER TL. a. 只 能 确定 到 还 侈 许 相 差 任 
意 刚体 运动 的 程度 。 但 是, 如 果 任 意 指 定 e,,; 我 们 就 可 预料 会 得 到 
FSU El 6.1 中 所 示 的 情 沉 ,这 里 给 出 物体 的 一 个 连 绪 正 方形 , 正 
方形 的 馆 长 分 兄 记 为 4B,BC,AD, 和 DE(C 入 是 相同 的 点 3， 
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该 正方 形 是 由 连续 小 正方 单元 组 成 (每 个 单元 与 图 5.4 的 意义 相 
间 2。 每 个 单元 将 按照 任意 指定 的 应 变 开 始 变 形 。 由 于 单元 之 间 变 
EER É. ati AB 和 BC. Raw AD 和 DE. RT RE TEA 
ACHE 2 [ei Slo A Be et Z h h BR) BR a Ae Ae AS} 
Bk. EPERE ECES FA Rice). AmCME RA 
FE SC AR RAE AP RB A REA SMH EAMES 
服从 协调 性 条 件 , 才 能 保证 做 到 这 点 。 


图 6.1 协调 性 要 求 说 明 

根据 这 种 理由 我 们 可 从 物体 上 任何 一 点 如 开始 用 线 积 分 求 
到 CSA (MS Ca. tee ea) TE EARS PER RR 
分 ,所 得 的 结果 应 相等 ,这 一 点 ,在 1906 年 赛 萨 洛 4Cesaro) 已 证 明 
Sa FR EE PY PEE. WE ATED RE 
方程 46. 3-4). SAT AY EL RE AY FES RE LP 
Ry fo Ae RE ML Foundations of Solid Mechanics. Englewood 
Cliffs, N. J. Prentice Hall, 1965, PP. 101—108). 


3J @ 6 


6.1 SRAM HEH RMA A ORS Re ee 和 
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而 分 量 w 恒 为 零 , 试 画 出 下 面 -一 些 势 函数 的 速度 场 。 

C$ log (a+ 9) = loge rea! +94) 

(4)¢= 工 

($= Ar*cosnd (A= tan!) 

(d)¢=cosd/r 

SE Wa Be eR K-TE RE try 2. ARB A AB 
T. HX PUSS D. RIS LEA Re eae. 
WRR IESE ME PB DERE BR oor ye oe 
CLS 2) MAA MRA RSPR oO ewe 

wa MEO, un AGP D 
其 中 ,rms Ee SR. Mg P5.1 


¥ 


图 Pi.1 极 坐 标 中 的 速度 分 量 
这 些 闫 系 可 以 形式 地 推导 如 下 ,因为 


res att yt = tant =, (2) 
v = reos, y = rsin’, €3) 
Or eg OF ,; 

3 = cosé, 3 一 sing, 

2 一 一 sind. <2 = reos, 


A 


ad 


T= S + SPS = cost + sind (4) 
L A Being + Sos 一 一 usin? + veosf, (5) 

但 是 从 图 P.IWae 
#, = woos? + vsin, ng = — usin? + veosd, CB} 


因此 ,从 方程 (4 和 {5) 得 到 方程 和 1) 
二 准 不 可 压 流 体 的 运动 可 以 从 一 个 流 耳 数 交 导出 ,如 下 : 


oy oY 
中 一 一 By” a Da 


XI FEER E h = yy YY R E 
行 比较 ， 

calp = ch, 

(hI y, 

tet = Ar'sinnd, 


siny 


Dg=. 

对 于 习题 6. 1 A 6. 2 APF A Ee ee RAY SH. 

ka? 试 证 明 在 每 一 种 情况 中 , 旋 席 均 为 零 。 

必 ) 试 推导 应 变 率 张 量 的 表达 式 。 

解 :方程 65. 1-7)? 给 出 的 旋 麻 如 的 分 量 为 方程 46. 1-4) 给 出 。 在 二 维 流 动 
中 ,只 有 一 个 旋 订 分量 De = ebr Daa, FH BFS, Hus 
pDr v= Dp Dy, A Q.=0, Alb. aa ee eM. E 


u=- Ev=% 0) 
则 Qu 是 | 
nese = (58+ 54) (2) 
在 极 坐标 中 ,有 
pg 


在 习题 6.2 中 的 所 有 情况 都 是 无 旋 的 ,直接 代入 就 可 已 证 实 这 点 。 
对 (的 部 分 , 极 坐 标 中 的 应 变 率 张 量 的 分 量 , 可 以 用 5.8 节 所 示 的 坐标 
变换 法 导出 ,或 由 5.9 节 所 示 的 直接 法 导出 。 对 符号 稍 加 改变 ,就 得 到 


16] 


4.6 


-i Mt, 


chi, Iia | 
+ ar r ， 


7 22 GE, UMMA BAT . 

假设 在 单位 国内 我 们 给 出 了 所 定 文 的 上 述 位 称 场 

waa Hby te 

o =y Hertme 

i ia! 

A BAG AE f Bed aE OY [8] 2? 

$212 Tr ALAL LB PAB fiig jE 

w=urlog? 

=ar" +esing, 

w= Ñ 

它 基 协调 的 5? 

EALE a AA eo yp ee a B= we 
TE. reyr EHR ARE ILA, 

Ca GRAD eee BEAR AEE SP eu ees, evs 

Co) GRE SF I EH c.. se. +e. A PA BE. 

(OP RN MRA RE —PR RE A? 

Enu SALTI — 4°) sep = ÈY, HR ry 

AP 2 RAR ERAS 

CETE B= — Ah. LA A a AT BE 

有 一 个 宽 浪 a BA OM EAE A EREE LN P6.7。 OF 
板材 类 是 种 向 同性 的 ,县 符合 磺 克 定律 (网 池 程 7 4-7?) ;材料 的 密度 为 
p 这 平板 站 竖 直 上 向 受到 上 边 的 均匀 压力 PARAS. 
(aia 5 h RE a et 

Che cH BY RE RY A op i REE PA oe A 9 PF 
COR 8 HSER oe ER fF 

Cob) Dee Ha MS CLES TE A A EE Ag 7 

(e) 所 有 指定 的 边界 条 件 (a) 是 理 鱼 足 ? 如 果 且 ,能 不 能 肯定 你 所 得 的 — 
组 真实 和 解 是 不 是 该 问题 的 应 力 分 市 ? 如 渠 边 界 茶 件 不 满足 ,那么 ,很 显 
然 你 得 不 到 一 组 解 : 必 须 完 息 两 件 事 情 。 首 先 , 尿 能 将 彰 定 用 已 获得 的 
不 同人 疝 题 的 一 种 解 的 方法 来 改变 油 界 答 作 :上 其 浴 癌 到 傈 浅 的 回 题 和 步 
骤 忆 ) ,你 能 理 求 出 可 能 是 真实 解 的 不 同 应力 分 布 ? 有 获得 一 种 真实 解 
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”的 一 般 方 法 吗 ? FEE RR Cad pe ASR CE BS Be R a? 我 们 能 否 说 


一 些 边 界 值 问 题 好 提 , 而 男 一 些 边 界 值 问题 不 好 提 ? 边 界 值 问题 好 提 的 
mEt A? . 


Ere? 一 块 党 重力 和 压力 的 平板 
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7 本 构 方 各 


本 章 介绍 了 三 种 最 常用 的 本 构 方 程 , 它 们 是 抽象 了 的 数学 形 
式 ,在 此 给 出 一 个 大 致 的 轮廓 ,以 表示 它们 的 相同 福 处 和 和 差别。 如 
果 牧 质 是 各 向 同性 的 ,还 可 以 把 它们 太太 地 简化 ,由 于 各 向 同性 的 
福 念 十 分 重要 ,而 又 经 常 被 初学 者 轻易 地 忽视, 我 们 将 在 第 八 章 中 
孝 门 讨论 官 。 在 第 九 章 中 将 考 门 讨论 真实 物质 的 特性 。 


7. 1 物质 性 质 的 说 明 


物质 的 性 质 由 本 构 方 程 来 描述 。 由 于 存在 多 和 神 争 样 的 物质 ,为 
了 描述 这 几乎 是 无 限 多 种 的 物 砷 , 逢 要 为 数 蔚 多 的 本 构 方 程 , 这 本 
不 育 怪 。 而 令 人 惊讶 的 事实 是 ;无 粘性 流体 ,牛顿 粘性 流体 和 理想 
弹性 固体 这 三 个 简单 的 理想 化 的 应 为 ~- 应 变 关系 却 很 好 地 描述 了 
我 们 周围 许多 物质 的 为 学 特性 ,在 本 章 中 ,我 们 只 用 述 这 些 理 想 化 
了 的 美 系 式 ,而 不 急于 说 明 实 际 物质 与 这 些 理想 定律 之 间或 针 或 
少 的 差别 。 显 然 , 对 于 实际 气体 、 非 牛顿 粘性 流体 , 粘 弹 性 固体 、 塑 
”性 迟 等 ,这 些 差 别 就 很 大 了 . 这 些 我 们 将 在 第 8 章 中 研究 。 
描述 一 个 物质 特性 的 方程 称 为 特质 的 本 梅 方 程 。 应 力 -- 度 蛮 
关系 粒 述 了 物质 的 力学 特性 ,因此 是 本 构 方 程 。. 在 本 章 中 我 们 主要 
的 目的 是 讨论 应 力 一 应 变 关 系 . 还 有 其 他 一 些 本 构 方 程 , 例 如 描述 
热传导 的 特性 、 电 阻 、 原 量 传递 等 的 本 构 方 程 。 伍 与 我 们 无 直接 的 
关系 。 
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7.2 无 粘性 流体 


无 粳 性 流体 的 应 力 张 量 是 各 问 同性 的 , 即 它 的 形式 为 
Sy =— pe, C7. 2-1) 
AF OAR PARAS p 为 压力 , 它 是 一 个 标量 ,无 粘性 流体 中 
的 应 力 分量 可 以 用 和 矩阵 形式 表示 为 
\— 2 0 ü 
(=| 0 —p 0 C7. 2-2) 
0 0 一 户 
在 理想 气体 中 ,压力 p HE 2 和 温度 了 由 状态 方程 


$= RT 《7. 2-3) 


ARR ABR 为 气体 常数 。 对 于 实际 气体 或 液体 ,常常 可 以 得 到 
状态 方程 
DT = 0 
AA ER E — PR A OL. ERAS Ae AE 
e= WH ， 
FE RPAH RS. RAPE p 是 任意 变量 。 它 完全 由 运 
动 方 程 各 边界 条 件 所 确定 ,例如 , 液 还 机 活塞 上 的 力 决 定 了 其 生体 
中 不 可 压 第 流体 的 压力 。 
因为 流体 动力 学 主要 涉及 不 可 压缩 流体 ,我们 将 看 到 压力 是 
由 边界 条 忻 所 支配 ,而 压力 的 变化 (压力 梯度 ) 则 由 运动 方程 计算 。 
在 许多 问题 中 ,可 以 把 宇 气 和 水 作为 无 粘性 流体 米 灶 理 ,例如 
在 环绕 地 球 的 潮水 ,海洋 里 的 波浪 ,飞机 的 飞行 , 喷 咀 中 的 流动 , 汽 
车 发 动机 内 的 燃烧 等 等 问题 中 ,不 考虑 介质 的 粘性 而 把 它 作为 无 
粘性 流体 处 理 ,能够 得 到 极 好 的 结果 。 另 一 方面 ,在 一 些 重要 的 问 
题 中 ,例如 ,在 处 理 作 用 在 飞机 上 的 阻力 5 无论 流动 是 春 流 还 是 层 
流 ), 字 宙 飞 船 恒 返 大 气 层 的 加 热 以 及 汽车 发 动机 的 冷却 等 一 些 问 
题 时 ,介质 的 粘性 虽 小 但 绝对 不 能 忽略 。 
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7.3 AB YL tie iF 


和 掉 赂 流体 是 一 种 粘性 流 ,其 前 应 力 和 变形 率 成 正比 ,对 于 和 牛顿 

流体 ;应力 一 垃 变 关系 册 下 面 的 方程 式 确定 
e, = pd, + BV 《7. 3-1) 

式 中 四 是 应 力 张 量 ,Yu 是 变形 率 张 量 , 纪 是 流体 的 粘性 系数 张 
量 , 户 是 静 压 力 。 一 2 项 代表 流体 静止 1 当 T= 二 0) 时 可 能 的 应 力 
RS IRATE. REREAD p 与 流体 的 密度 和 温度 有 关 。 对 
于 牛顿 流体 ,假定 张 量 经 ,的 元 素 与 温度 有 关 击 与 应 力 或 变形 率 
WE. KER SAA S81 Pots. 这些 请 数 并 非 全 部 独 辽 。 
检验 张 量 5,WVw 的 对 称 特性 和 可 能 存在 于 流体 原子 结构 中 的 对 称 
性 ,就 可 以 得 出 理论 上 可 能 的 独立 元 素数 目 . 但 是 我 们 在 此 并 不 打 
算 搞 清楚 这 一 点 ,人 国 为 我 们 知道 ,没有 一 种 流 体 已 经 被 研究 得 如 比 
详细 ;以致 可 以 确定 它 的 张 量 2. SRAM. BH. RSM 
KE S&S PEAY, (TBS 要 ,= 结构 可 以 大 广 地 简化 ,这 一 点 将 征 
下 面 见 到 。 对 多 的 一 般 绒 构 有 兴趣 的 读者 应 该 该 7.4 节 及 该 处 
提 到 的 参考 交 献 ,因为 弹性 常数 张 量 忆 ww 其 有 类似 的 结构 。 

ao FR iid FE E Ea. BO ee A A ILO 
Ke Zue AE Te) ot BAS HED. AB AR RCE nS FP oR eB 
SAAD e HERR Pe CAL 8.4 节 ) 


SE ani 一 AG Oa, 十 EO, 十 CD. Cy, 3-2) 
并 且 得 到 
24 == Pb, T Wud, + 2nV,, (7. 3-3) 
将 方程 (7. 3-3) MASE BY IR.: 
On =— 3p + (3A 4 2tOVE (7. 3-4) 
如 假定 平均 正 应 力 -二 cu 与 膨胀 率 Yu 无 关 , 则 我 们 必须 使 
34 + 272 = 0 (7. 3-5) 
FEA ERED 
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ca 一 一 po,, 十 Zev, = É Wad, A7. 3-62 


qt e oh E h BFE A H CG. G. Stokes} E p3, ER M AEE. 
C7. 3-6) BWR PRA BTG Fe A LIE eK Pa E 
(粘性 系数 )w 就 足以 确定 其 特性 。 
”如 果 流 体 是 不 可 压缩 的 , 则 TV 二 0; 我 们 得 到 不 可 还 弟 粘性 流 
VA) BATT FE 
6,,=— po, — 2V; (7. 3-7) 
如 果 ==0, 我 们 得 到 无 粘性 流体 的 本 构 方 程 ， 
o, =— pe, 《7. 3-8) 
EA -WET LE Pp a en TK Fe eS 
本 差别 。 为 了 适应 这 个 新 变量 ,经常 息 定 存在 着 联系 于 力 p 8 pe 
和 物 对 温度 荆 之 辐 的 状态 方程 : 
Fipe, T= 0 (7. 3-9) 
A] a0 tt TERES H. RE C7. 2-3) 是 适用 的 ;对 于 实际 气体 可 用 方 
FEC9. 1-3) 对 于 水 和 海水 ,1988 SERRE Tait A 1967 FELDE 
菊 求 解 它 们 的 状态 方程 ( 见 第 九 章 参考 文献 后 面部 分 )。 由 方程 
(7. 2-5)? 所 确定 的 不 可 于 缩 党 性 是 怠 一 特殊 请 襄 ,对 于 这 一 情况 压 
力 户 是 由 运动 方程 和 边界 条 件 所 确定 的 挛 量 。 
服从 方程 (7. 3-1) 或 方程 (7. 3-3) 的 流体 称 为 牛顿 流体 , 它 的 
粘性 效应 出 变形 速率 分 量 的 经 性 项 来 表示 ,表现 为 其 他 情况 的 久 
(Bp ASE Ed ,例如 粘性 系数 与 To 的 基本 变量 有 关 的 流 怀 是 
非 牛 帧 流体 (进一步 讨论 见 9. 11 FD. 


7.4 SP oESATERL E 


Be 5a VE BB (A BEAR A ee eS ETE o Be Se a A AN 
张 量 与 应 变 张 量 成 线性 比例 , 即 
Ti = Ohare (7.4-1) 
AEP 0, AANER ea BIKE Cade SY TER Ie 
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TE ES Se Ee BRO YE RK B.C PSK E VE EE BY Ae 
CW 2.9 节 )。 

作为 一 个 4 SRE CL 4 =81 个 元 素 . 但 因为 ec 一 oo 页 
必定 有 

Ca = Cuu (7. 4-2) 

地 外 ,由 于 ew 二 en 上 下定 方程 ?7.4-1) 中 ,下 标志 和 ! 蚌 第 并 的 哑 指 
FRM PETE T ME ST PE CSF A TERR FE 
我 们 总 能 把 方程 67, 4-1) 写 成 


lo, 7 
J= y Cru + ¢ ote Ja 


， = (7 RE C7. 4-3) 
ERSEM: 

C" a = Oe CT. d-4) 
HAATTE. E. 4-20 CT. 4-4) 的 条 件 下 ,Cw 最 多 
其 有 36 个 独立 的 常数 。 

如 果 我 们 记得 由 oj; 一 9, 及 6 二 ej; 从 而 在 应力 张 量 4, 和 应 变 
张 晤 ,中 各 亡 只 有 六 个 独立 的 元 率 , 那 么 就 可 以 看 到 弹性 常数 总 
HRS HT 36>. WE a 的 每 个 光束 和 ee 的 所 有 元 这 成 线性 关 
系 或 首相 友 , 就 将 有 六 个 方程 ,每 个 方程 有 有 六 个 常数, 所 以 蕊 共有 
36 个 常数 ， 

对 于 太宗 数 弹 性 固体 ,独立 弹性 常数 的 数目 远 小 于 36. HF 
物质 对 称 性 的 存在 导致 了 这 个 数 晶 减少 RSH She Hw 
(Love) ,格林 CGreen) 和 芯 德 金 斯 CAdkins) 所 著 的 关于 弹性 理论 
此 经 典 著作 。 在 这 些 书 中 极 好 地 论述 了 这 一 课题 ,书目 列 在 本 章 
Re 

24 Fy A > ET HE st RU HR ERE E A D PB SE 
常数 的 数目 减 到 了 最 少 , 更 确切 地 说 ,物质 的 省 向 同性 是 由 下 面 的 
要 求 所 限定 :不 管 坐标 系统 的 方向 如 何 , 数 组 Cu 具有 完全 相同 的 
数值 ,由 于 各 向 同性 概念 十 分 重要 ,我 们 将 在 第 八 章 中 很 详细 地 讨 
论 它 ,下 面 要 说明 ,用 两 个 独立 的 弹性 常数 就 可 以 描述 各 向 同性 物 
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RITTE. ES TR) PEE TD Re ee 


Gy = Alga, + RME (7. 4-5) 
常数 24 各 称 为 拉 梅 常数 ,在 工程 文献 中 ,第 二 个 拉 梅 常数 wx 实际 
LEBER CFA SESS. 


将 方程 (7. 4-5) 和 写成 展开 形式 是 有 益 的 。 采 用 直角 省 卡 儿 坐标 
zysxz, 得 到 各 向 同 性 弹性 团体 的 虎 郊 定律 : 
Ben = Alea + ly F Ea) + Gen 
Oy, = Alfa + Ey + xe) + 2Ge,, 


CT 4-63 
Ga = Ate, + Eyy + Er) + 2Ge x. 
Tey = DGE 50. = 26Gb yO. = es 
这 些 方程 能 够 对 6 求解。 但 习惯 上 其 逆 的 形式 写 为 
es. 一 去 [ar — KET, + Ta) | » 
ew = Low — HCG + 2) 
“ E >y rr TI + 
e = 4 [e — vg,, + 0,,) 
"tł E rt =r yy 3 
-lty =L 
Ory — E Ciy — TEE 
lt? =L 
Eys — E yr 一 Dr 
1 十 > _ 1 
Ër — E a... — GT? C7. 4-7) 
或 者 ,用 指标 符号 表示 ， 
ly —» 
er 一 Ee Fe eee C7. 4-83 


常数 Ey 和 G 与 拉 梅 常数 4 各 ( 或 向 有 关 ( 参 见方 程 (9. 6-9), E 
RARKRE.» 称 为 泊 松 比 ,G RAM OME SRE. 
在 一 维 情况 下 , 只 有 应 力 分 量 o.: 不 等 于 零 ,我 们 已 经 在 第 五 章 的 
方程 (5. 1-3) 和 (5. 1-4) 中 用 过 了 这 一 方程 的 简化 形式 。 
方程 (7, 4-7) 很 容易 记 住 ,我们 想起 一 维 情 况 的 方程 (5. 1-3). 
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把 它 用 于 如 图 1.9 pad fe Re, SP IRE < A nS 
Eit, TWF AAR 


En = on (7, 4-9) 


mAr. AGL AS RR BS A RE . AHE 
WEEG oE EAE Sp 7 A A RERE | a R ic, H 
ASA Mela. ARTS h 


二 可 
e. = — -zi 
L: E tz 
(7. 4-10) 
F 
Ea = — Gaius 


À» E 
这 就 是 只 有 有 应力 oe pT RAEN. 如果 块 状 物 还 党 到 5; ,oy, 的 
作用 ,如 图 3. 1 所 示 , 并 且 材 料 是 各 向 同性 和 线性 的 {这样 ,原因 和 
结果 就 能 够 线性 普 渴 ) ,网 TE ey vee EA oo, 在 eye 上 的 影响 
必定 与 os: 在 ce 上 的 影响 相同 ， 因 此 方程 67. 4-9) RA 
它 是 (7.4-7) 诸 方程 中 间 的 一 个 ,同时 可 类 似 地 得 到 (7. 4-7) 中 的 
其 他 方程 。 剖 应 力 利 前 应 变 寻 每 个 分 量 只 对 其 自身 产生 赦 顺 。 
虎 克 定律 的 其 他 形式 

对 于 一 类 各 向 同性 弹性 材料 , 虎 克 定律 的 形式 可 写成 


F 
Pi Ji 一 pe Oe ? 


Pa = GK tuu C7. 4-11) 
T, = Ge 《7. 4-12) 
EP KECER A e OP RM AE i BA E he Es BE 
a, = Fa 一 RA (7. 4-]3) 
e = fy tab, (7. 4-14) 


fe AE RMB ouR AMPARA RII) 


量 ,e。 是 指 单 位 体积 内 的 体积 变化 4 和 ei 是 不 变量 。 这 样 ,方程 
(C7.4-11) 指 出 了 物 夺 的 体积 变化 是 与 平均 应 力 值 或 正比 ,静态 流 
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fA EY Be He J — 4S oH) . BY , 当 

is = Uy = 一 一 Palay = O yr = Fp 一 D, 
我 们 有 oa =— 3p, ACADEME -V A AV 分 别人 代表 体 积 
和 体积 的 变化 , 则 方程 (7. 4-112? 可 以 写成 


Ove eoa 
y=" kK C7. 4-15) 


XE RK RAE AE. 
MERE e «FA BB AE AE ER A a A 
应 变 储 基 成 简单 的 比例 关系 ， 弹 性 常数 的 关系 式 为 


_ 2Gv _ GE 20O , Ba Ev 
A 二 3G E =K 3° = OFO D) 
_ 3K»  3ACAK — E) 
Ltr 3K -—E ? 
AQ 2) Bego pn O EUO 
G= 9p ~ p (KA = 201+ ¥) 
_ 3KG — 2v) _ SKE 
201 +) aK — E’ 
yo AL LE, 
— 8CA+ G) (3K —A) 2G 
_ 8K — 2G _ 3K E 
203K +G) 6K” 
ea OBA + 2G) _ ACL +») — 2») _ 9K CK — A) 
a 站 十 总 p ~ 8k — aA 
_ — IKG _ _ 7 
= 2601 +) = eG = KA Ov), C7. 4-16) 
_ 2. adty  2Ga4+» 
A= AT OG= 3u ~ 3CE — By 
— [LE _ Ff 
 303G— EY 31 — 2)’ 
G _ 4 A 加 v 
yig lo magg T ToD 


U HP HE r= 1/4 Ht .A=G, 44 r=1/2, B A G=£/3,1/K=0 Me. 
=0, 
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7.5 Yt BE tay 


在 前 面 各 节 中 ,应 为 -应 变 或 应 为- 应 变 率 的 关系 是 在 给 定 的 
TAA Pe. (ETS EERE ABT OR SE A a a E E 
Sh. Raa ,方程 17.3-1) 中 的 SRC? 4-1) 中 
的 Cs 是 温度 的 函数 EE Sie FRE AR. 

热量 能 引起 热 只 胀 和 形 响 园 体 或 流体 的 零 应 力 状态 。 若 一 物 
性 在 温床 阅 , 时 无 应 力 , 当 温度 变化 到 站 , 密 力 仍 保 持 为 零 值 , 那 
么 ,由 线性 定律 

e = a,(F — Ty) (7. 8-1) 
Te i Pate aS VR es AT Zo 温度 时 的 状态 相关 。 相 反 , 当 温度 从 T 
变 到 了 时 , 奉 物 体 的 形状 被 限制 ,保持 ec, 一 4 状态, 那么, 应力 
Fy =— RE T) C7. 5-2) 
从 物体 产生 。 a A 8,5 4 ABE T OD TES TE A ER 
件 下 ,所 测量 的 物质 常数 的 对 称 张 量 。 
当 方 程 47. 5-2) 和 虎 克 定律 相 结 合 , 我 们 得 到 杜 哈 梅 尔 -- 诺 依 
$ (Duhamel-Neunann) AR gare SE At. 
gt, = Cy — BCL — TY) (7. 5-3) 
允 和 于 各 疝 同性 物质 ,二 阶 张 量 有 ,必定 也 是 各 向 间 性 的 。 于 是 A 
TE pe MERL 8.2 节 )。 因 此 对 于 各 向 同性 的 虎 克 固体 有 
dy = deud,, 十 20Oe 一 站 (人 一 了 了 全， (7.5-4) 
SUP AAG BRR te AER HA eS, (更 详细 的 情况 见 作 者 的 另 
一 标书 + 固体 力学 基础 y 中 的 第 十 二 章 , 第 355 页 ) 。 


7.6 具有 更 复杂 力学 性 能 的 物质 . 


如 前 所 述 , 匹 粘性 流体 , 牛 蝇 流体 和 席 克 弹性 固体 是 抽象 的 被 

念 ， 尽 管 在 一 定 的 温度 、 应 力 及 应 变 范 黑 内 ,一些 物质 能 准确 地 这 

守 人 这些 定 律 当中 的 一 个 ,但 是 还 不 知道 有 了 哪 一 种 真实 物质 精确 地 
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RA EWP E 2 ARE. 

真实 物体 性 能 是 很 复杂 的 ,对 于 流体 来 说 ,家 用 的 涂料 和 清漆 
ee AE AP i AY G s BA eA ER EAP AY BE PE PB EE 
牛顿 型 的 .对 于 固体 米 说 ,从 好 大 密 数 续 构 物质 在 常用 的 应 力 和 应 
变 范 畏 内 是 虎 克 型 的 ,但 超出 一 定 限 虚 , 虎 克 定 律 就 不 再 适用 。 例 
如 ,实际 上 所 有 已 知 的 固体 物质 在 足够 大 的 应 力 或 应 变 之 下 都 会 
产生 不 同形 式 的 破碎 ,但 裂 开 是 不 符合 虎 克 定律 的 。 

尽管 如 此 ,在 连续 介质 力学 中 大 量 的 文献 是 集中 国 绕 着 这 些 
理想 物质 ,并 且 绪 果 非 常 有 用 ,在 第 九 章 中 我 们 将 讨论 流体 和 固体 
更 复 琳 的 特性 ,但 是 我 们 将 把 对 非 牛 顿 型 , 非 绕 性 弹性 或 非 弹 性 固 
体 的 数学 处 理 , 留 作 专 题 讨论 。 


33 题 ?7 


7.1 BHT BRE CARPE EM NR AT ARSE 
个 精确 的 答复 ? 

7.2 BARRE iS A EAA ENE E RE. e 
情 论 提 出 草图 ,解释 设计 方案 ,计算 粘度 系数 的 方法 WE H H A 
Frit ATIE Be Pa A YY EE 

7.3 —PLELAW BEAU, WRB REE Be St 

A. TE EE i A ee A . 设计 一 个 实验 来 
Rei LAAT HE. BH - BMRA. 

7.4 TRC A RA TAA PSE ET AO BE 
HTM RRS h SHEN. CNRS ikea eh 
TAJLA BiG SHEM- ENS AR Aras AAS 
FP AS Pe TT ES Be A Fl BY PPS? 

7-5 RCE TY PA A ae i kPa. ak PGB HE F 
Tit iE ERAF EEE A A 

7.6 RFA- ERN. RAT RRA T E Pea 
TERRAE. ME RATE ARATA a He, 
为 什么 ? 
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了 ， 


T 


,10 


11 


a 


a13 


-I4 


-FEHER DOB E TEA ie a hya Hh h Hh drig ER P RH g 
iki, NAER -AE HARP R E G EAE m e E E e 
室 ,进行 详细 分 析 R EER ARA RAAB Epe 
DE H E pE A A sg ak RAT E A fr? 

SRK AKA BARA AEN RE Ee A 
AJ. ERE SK AS TER TS Sh OP Bd BY PE AR Ke ETT eT 很 早 
以 前 完成 这 项 工作 的 是 泰 特 (P.G.Tait 见 第 九 章 后 面 的 参 著 立 献 5( 泰 
iF (1888), Æ (1867P, PRA CIT RRA KITE. 

Wiese Fk reo) ERE oh Kk Pe a Be ok A E EEE 
AUS BSE RASH ABS .它们 包括 有 什么 物质 ?它们 的 本 
构 方 程 是 什么 ? CGE STIR AT BY? 

É By a8 Sinkiang ) Al Sf TY (Mongolia BY ESE PD IR. ACT A ER EE — BR 
RAREST AI RR CEPR PPL Sb EME BD EP RIP i 
计 - -P EM. ik  AY EIPRE TTM EAHA AR. 

RH Pe Kat A a eb oe. LR. AE Se tp EA ooh 
来 表示 这 样 一 个 数学 问题 AB E i ae Tek. 

diy Wet RE an ok i i So. A gS LU ES). A a. BG 
Man BAA ARG. Rip SRST Ka uw 
AUK a OAK Hy E. 

Te (1778 SAS 8 AR Te Ra A A A a a y 
RIMES Fit — TfT AR By We 7 RE FE Ie SE 
体 材 料 的 本 构 方 稳 的 知识 ? 
SMAPS AR AAR LE - 些 岩 石 样品 。 我 们 对 这 些 岩 石 的 少 
SPEIER BMA, Wa PRA AR BE PRS 
Ay ARS BAA ABI A RTA AR. RR ARITA A 
Re Tel By Te ace eee. Bit- Ei E RESET T A A T ee 
APS RE E ATRA ST BA. ERTA 
TEITE EREA? 

Hii Rew TEPAT EIRE AR AAA RRN HE 
WEMA AFTE ME E- - i] EE. E 
Fi AR ALTE BQ kg. F PLA — H a BF D e ERY o 这 是 你 进行 
RAPS ZBRRARAABE MA GA E. BRERA RAN 
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1 EA E a TT HE a ee ae. 
BHR RHA: SEAL CMe Re RT 
AA BFR. MOS ERE Aa ee 
有 区 别 的 。 POE ea a a). PTE T Ee a ea 
答案 ,不 得 不 缩小 到 更 特定 的 范围 .作为 一 个 研究 者 ,这 种 缩小 实际 土 
是 添 定 性 的 一 步 , 它 需要 智慧 .经 验 各 雄心 -适当 的 研究 目标 的 选择 将 
反映 一 个 大 的 训练 及 个 性 ,对 此 提出 一 种 想法 ,作出 你 的 选择 ,解释 你 
的 理由 ,并 瑟 出 来 ,从 今天 开始 ,对 其 回顾 一 年 。 
在 生物 力学 实验 室 , 对 其 候 组 织 的 研究 可 能 提出 类 似 的 问题 。 无 生 毅 
的 组 织 是 相 重 村 的。 大 们 记 为 保持 对 体 健康 基 理 所 当然 的 ,认识 到 这 
~~ BEAL A Sh ETA Pa 
fe —- 7 RATT a EE. RR TEA MAR 
设 引 出 一 般 性 结论 的 间 题 。 此 假设 在 生理 学 上 很 著名 ,但 用 公式 表示 
除 压力 外 不 演进 应 力 。 斯 塔林 假设 提出 ,水 通过 薄 脐 的 速率 党 下 面 公 
式 的 控制 ; 
m= ACP, — p: — ™ + Tt) 
式 中 闫 是 求 适 勒 的 速率 (gmi p Ho, Arale MRES 
WATE pet, AA OK 是 滤 透 性 常数 ,单位 为 s/m A ERKE 
运动 通过 血管 的 和 内皮, 我 们 认识 到 流动 的 血液 将 把 一 个 前 上 诺 力 强加 在 
ERE. AY BE Se AY ost SA AY, GARB ie MRI 
前 应 力 对 血管 重组 的 重要 作用 ,对 离子 和 酶 道 这 内 皮 传 输 的 重要 作 
用 ,可 能 在 水 的 侍 输 中 起 重要 作用 ,因此 ,建议 斯 培 林 定律 的 概念 应 包 
插 膜 的 两 全 的 介质 应 力 ; 并 描述 一 个 计划 实验 米 证 明 这 个 建议 。 
讨论 。 设 "是 应 力 偏 基 的 张 量 。 由 于 于 是 标量 ,所 以 任何 泪 上 六 到 

页 的 项 都 必须 为 标量 不 变量 的 形式 ;例如 rT o Tae a Cy 
Tip TORREY VE EY, thet BE SE BD Se ae! A he TC, 
为 常数 的 张 量 集 。 因 此 我 们 可 得 出 如 下 的 假定 关系 ， 

m= K {Ap 一 An) + car rT, 

m= KCAp ~ An) + cAr V’ 

m= K (4p 一 am) + CAT pe 

m= KtAp 一 Sn) + cAC,1,,. 
这 里 ,心意 思 是 薄膜 两 侧 上 数量 之 部 

补充 读物 
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8 各 向 同性 


在 连续 介质 力学 中 ,各 向 同性 概念 常 被 用 作 一 个 简化 假设 , 首 
先 我 们 将 定义 材料 各 向 同性 和 各 和 遍 同 性 张 量 ;然后 将 确定 2 阶 、3 
Brad 4 阶 各 向 同性 张 基 ,并 将 其 应 用 于 各 向 同性 材料 的 本 构 方 程 。 


8.1 材料 各 向 同性 的 概念 


我 们 把 力学 性 质 不 随 方向 而 改 亚 的 这 一 类 材料 称 为 符 向 同性 
材料 。 例 如 ,在 做 某 金 属 拉 利 实验 时 ,人 恨 如 发 现实 验 结果 不 随 拉 全 
试 件 从 久 狂 的 切 出 方向 而 变化 .并 县 与 拉力 和 王 直 的 各 个 方向 都 有 
相册 的 侧 癌 收缩 ,我 们 可 以 认为 该 金属 是 各 疝 同 性 的 。 

为 了 给 出 精确 的 定义 ,我 们 利用 本 构 方 程 ;如 果 茶 材料 的 本 构 
方程 (应力 -应 变 史 规律 ) 在 坐标 的 正 诡 变换 (第 2.4 节 ) 之 下 保持 
不 忆 ; 则 该 材料 就 是 各 问 同 性 材料 。 人 和 例如 ,如果 本 构 方 程 为 o, 
二 Cimen ;我 们 变 求 在 正 交 变换 后 该 定律 写 为 5 一 Cwen; 式 中 横 线 
量 对 应 于 新 坐标 系 。 

由 于 正 交 变换 是 由 坐标 铀 的 平移 .旋转 和 反 庙 褐 成 ,因此 上 述 
定义 要 求 不 管 轴 古 平 称 ,旋转 还 是 反射 ,本 构 方 程 的 数学 形式 保持 
不 变 。 具 体 地 说 ,材料 常数 数组 在 任何 右手 或 左手 直角 笛 卡 尔 坐 标 
中 必须 有 相同 的 值 。 
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8.2 各 回 同 性 张 量 


TE N, 


tne —-P SE TELE — TREK BO AE BY oP BEE TB SE PRA 
TE 38 22 mE , ER AS eK SL Be YS HE 
KE., 

由 定 久 (第 2.4 TD eis ess P nosen 的 正 交 变换 为 


z = f z, He G= 1,2,3) (8. 2-1) 
AP 8. a, A A Re. FRA a FP RR il] 
Bubs = Ê, (8. 2-2) 


a RIOR A Et RS ERMA AFR TER 
4B ie PR OY IE AY RHR. HAERE, E Fe AE 
(参见 第 2.5 FF), ME REMC. 2-1} ,根据 方程 (8. 2-2) ERT 
ERAT FI See AE). AUK SIR A Ee OEA 

det|8,| =1 (8. 2-3) 

例如 ,两 有 堂 标 轴 的 旋转 是 正常 变换 ,但 对 于 rer, 平面 的 反 


Ay 
T = hy 1 0 0| 
(F: = e. B= 0 1 909,84,|=—1 
1z = Trs 0 0 j 
(8, 2-4) 


FEAR IE AIEEE, EID FARRER ASE. 
各 向 同性 张 量 和 者 向 同性 材料 的 关系 
我 们 将 证 明 ,; 如 果 关 系 式 
° Fu = C jure CS. 2-5) 


是 各 向 同性 的 ,那么 Cw 是 各 向 同性 张 基 ， 
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证 明 : 根 据 商 规则 (第 2.9 节 ) ,Cw 是 一 个 4 阶 张 量 . 因 此 ,Cm 的 变 
摘 服 共 张 量变 换 的 规则 。 现 在 ,把 方程 68. 2-5) 变 接 到 新 坐标 x 
中 ,我 们 有 


ai 一 Calas (8. 2-6) 
BEREE m [a] FE DY aE BER 

T = C narta (8. 2-7) 
因此 ,通过 (8. 2-6) #08. 2-7) 两 个 方程 的 比较 ,我 们 得 到 

Cin = Cy iat (8. 2-8) 


于 是 Ce EE AREKE. 
0 阶 .1 阶 和 2 阶 各 向 同性 张 量 


当然 所 有 的 标量 都 是 各 何 同性 的 。 但 不 存在 1 prie Pe 
KE. 因为 , 当 向 量 4 是 各 向 同 竹 时 ,对 于 所 有 可 能 的 正 交 变换 它 
都 必须 满足 方程 


A, = A, = PA, . (8. 2-9) 
具体 地 说 ,对 于 绕 x BES 180" 的 情况 ,我 们 有 
f =E, |! 名 0 
X: =— Tzs (ED = ° 一 1 0 | (8, 2-10) 
“Ts =— Tys 0 0 一 1 
方程 (8. 2-9) ABH 
A, = AnA: =— And, =— A; 


A, A, =A; =0, FU RRR SHR rts ta 的 顺 
序 排列 ,我们 得 到 4 一 0。 于 是 就 证 明了 1 阶 各 向 同性 张 量 不 存 
TE 
对 于 2 Break eh. ee ARS Kronecker delta) 是 一 个 各 
向 同性 张 量 ,因为 
Ò = PinP nmn 《由 张 量 的 定义 ) 
= PaP CRA m on it Su = 07 
一 心 ， [由 方程 68. 2-2) ] 
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RITER- A 2 BE AT) PE BE AA oo IE Sh. ah p 
是 标量 。 

为 了 证 明 这 一 点 :我 们 首先 广 意 到 只 要 张 量 总 ,是 各 出 同性 张 
A. Ea At Aske. AA ARG CS. 2-10) 那 桩 绕 x, MRR 
180"” ,我 们 束 得 到 

By = B82. f an = — Bio, 

但 各 向 同性 要 求 Se= Be, 因此 ,Bs 二 0。 燃 似 地 ,如 时 Ay MB, 
一 0。 国 此 ,五 ,是 对 称 的 和 对 角 的 。 

其 次 , 令 ss 为 置 搞 张 齐 , 并 考虑 变换 

r, 一 《3 + AË En Xo 


1 dë Qi 
| 
(B,) = B+ db) = -dg 1 ol, (8.2-11) 
1! 0 © 1i 


ERRE r HRS PPC ea de. Re RET 
TP RAS 
B., = Cbg H dbl) CO yn A Aes) Basen 
= Oi O miga H ECE yO ,Bs F Espa Cum ti) — CF Eames ml nnn 
= Be, + dies Ba, + EB) + OCA) 《8. 2-12) 
但 如 果 1S MEM RC eM 总 ,一 她。 国有 此 ,对 于 一 个 小 
而 任意 的 db. IMME 
Egan Dmag F Ess, = 0 C8. 2-133 
取 f=1./=1 Ma 
eB -PF EaP = Bau +B, = 0 
(ABR ÆA E IEH , B Ate. A B= Ba =0, KA 
我 们 前 面 所 学 得 的 一 致 , 并 没有 增加 任何 新 的 知识 。 
取 一 1, j= 2 UA 
EnD Ey = B, -—-b, = 9 
因此 A= Boe, GT OL BE oc He SRI YE h BL =O, 
By = Ba, 同时 绕 x, EER AGE By 0.8, — 8. 因此 ,各 向 
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同性 张 量 B RA Bnd,, 的 形式 ，。 把 五 :写成 Ps 我 的 得 到 如 
=p0.,. 

OTE cl SO a FOR eR A RIA TRAE 
卡尔 坐 称 系 到 另 一 坐标 系 的 任意 旋转 ,因此 ,前 面 所 检验 的 各 条 件 
是 出 各 向 同 性 对 于 正常 的 正 交 变换 所 施加 的 唯一 条 件 ,所 以 ,对 所 
有 正常 正 交 变换 .有 OB, = på. ; 

在 na, FAA. BDA RECS. 2-4) PSB 2 阶 各 向 辐 
性 张 量 20,8918 . CUTE EER AT HE ae :在任 一 平 
mA Ra he ERE. A. EPR OM PAE 
交 变 换 是 各 向 同性 的 。 证 毕 。 

TL he FS REA fE C2. 4-5) PAE BP Ss ORO. cosd@ 1. 
sin8 二 9。 认为 此 处 的 8 和 第 2.4 PHA OS RET AE 
(8. 2-11) 变 找 的 几 后 解释 。 

上 述 证 明 源 于 杰 去 内 斯 (Jefferegs), 人 参见 本 章 末 所 附 参 考 文 
献 , 注 意 到 对 于 一 个 各 问 同 性 张 量 ,可 以 用 任意 的 次 序 来 标明 坐标 
H. 于 是 ,指标 1,2,3 的 循环 置 搞 就 未 会 影响 对 于 坐标 办 旋转 为 各 
向 同性 的 张 量 的 分 量 值 。 国 此 ,Bis 二 人 0 就 意味 着 By 二 0。 WKH 
对 于 友 射 也 是 各 向 同性 的 , 则 指标 1:23 的 任意 置 措 都 不 影响 分 
量 信 。 利 用 这 些 讨 论 可 简化 证 明 过 程 ，。 | 


8.3 3 阶 各 加 同性 张 量 


对 于 3 阶 张 量 , 我 们 能 够 证 骨 置 换 张 量 e* 对 于 坐标 轴 的 旋转 
《正常 正 交 变换 ) 是 各 向 同性 的 。 它 对 于 一 个 坐标 平面 内 反射 不 是 
各 问 同 性 的 。 因 为 像 方程 <8, 2-4) 那样 的 的 反射 金 把 aa 一 1 BH 
sa 一 一 1 。 

我 们 能 够 证 明 : 对 于 所 有 的 坐标 旋转 ,只 有 3 阶 各 向 同性 张 量 
是 su 的 数量 倍数 。 这 一 证 明 可 像 2 阶 张 量 那 祥 作 册 。 设 xn 为 3 阶 
各 向 朵 性 张 量 ,考虑 到 绕 通 过 原点 的 任意 上 输 ( 具 有 分 量 E 的 一 
个 向 量 ? 的 一 个 无 限 小 的 转角 de 
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x, = (6, dF), (8. 3-1) 
然后 ,根据 张 量 变换 规律 ， 
Hia = (S H AOE em) CO, + AOE C0) Bip + AOE Lap Minap 
Sua + dO {Een T Cem + Gs! | OCG), 
由 各 向 同性 ,ww =a. ALP) de. KM PH Be AS 
CRA PAZ EH). FRE RA Ap i.e 有 


E Eunting F EEn T E Epit = 9 (8. 3-2) 
Ri=j—1, WA 
一 Estes t+ Emans — fetha A Gata + EEan 
-+ EEst 十 Es, = O * C8. 3-3) 


PER A= 2.2, Se: 是 任意 的 ;它们 的 系数 必须 为 零 ， 
从 而 我 们 得 到 
az + bine = Hju 
Hue 十 Hig = Ù (8. 3-4) 
Hija 一 O 
Rik 中 有 两 个 相等 而 第 三 个 不 等 , 则 由 上 述 方 程 及 对 称 性 
可 得 如 n 王 0, 而 后 ,如 71,7, 全 玫 相 等 ,根据 (8. 3-4) 的 第 一 个 方程 ， 
zwei 亦 为 零 。 第 二 个 方程 表明 
如 果 在 方程 (8. 3-3) 中 ,我 们 使 ==1, 则 每 一 项 都 为 零 ,未 得 出 新 
的 信息 ， 
最 后 研究 方程 (8. 3-2) 中 i,j; 上 完全 不 同 的 情况 。 我们 注意 到 
当 mx 二 了 人 时 ww 为 零 。 王 基本 以 见 到 ;出 于 所 有 的 系数 为 替 , 方 程 
《8. 3-2) 有 汶 。 由 此 可 见 唯 有 有 三 阶 各 向 同性 张 量 ( 对 旋转 的 各 向 同 
性 而 不 是 对 反射 的 各 向 同性 ) 是 sx* 的 数量 倍数 。 证 毕 。 


8.4 4 阶 各 向 同性 张 量 


4 阶 各 向 同性 张 量 对 于 材料 的 本 构 关 系 是 有 特殊 的 意义 。 很 
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容易 看 出 ,由 于 单位 张 量 OAS AA AK 
Ô, Ou + Od y 十 GREP RTN — O10 ia = Eye sae (8. 4-1) 
为 各 问 同 性 。 我 们 打算 证 明 : 如 果 ww 是 4 阶 各 向 同性 张 量 ,那么 
TE ed BT SR Ag TPB R 
AB + put, + Sub yd + Y Guu — Sud), C8. 4-2) 
AP Au Y 是 数量 。 此 外 ,如 果 zw 具有 对 称 性 
Hau = Hars tiyu T Ht (8. 4-3) 
那么 
tet = AG Oe 十 EGG + Guba) CB. 4-4) 
证 明 ,我 们 将 得 出 相对 于 坐标 轴 旋 转 和 对 坐标 而 反射 均 为 各 向 同 
性 的 结果 。 
半 光 ,我 们 注意 到 可 以 用 任 一 次 序 来 标明 坐标 轴 。 于 是 ,指标 
1:2:3 的 管 欣 不 会 影响 各 向 同性 张 量 的 分 量 值 。 因 此 ， 


Hl ar T asaan 

Hyu: SHa 一 Hypn S HW S al 一 Maaret (B. 4-5) 
Hiu Sinn S Mara, = Biga S Maja. = Hye 

Himm Hogg, == Maris m Hais S Haps 一 Misa oe 


其 次 ,我们 注意 到 ; BR r HAVE 180° RE te. B XI Fa TE 
(8. 2-10) 所 给 出 的 变换 :改变 了 带 指标 1 ere S o EE H 
于 各 向 同性 ,这 些 项 一 定 不 能 改变 符 导 。 因 此 ,它们 为 零 。 例 如 ， 
Higer = tga 一 Mang = Oe C8. 4-6) 
根据 对 称 性 ,该 结论 对 任 一 指标 i 都 是 正确 的 。 
上 人 述 杀 伞 把 数值 不 同 、 数 日 很 太 的 4 阶 各 向 同性 张 其 分量 
tt, jaa BZ EM If BD tii ye2 otros stiene 
现在 ,让 我 们 利用 一 下 方程 48.2-11) 给 出 的 变换 , 即 绕 zs RH 
作 无 限 小 旋转 , 张 量变 换 规 律 要 求 
2 pyre =U gyre F GOL Sg ptergrs 十 Ezti prs 十 Eyiti pgs 
十 Estir) + OdG Y C8, 4-7) 
BS it FASS i EESK EE + re = tps o BELA CSE DA GY ES 
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Ea ptiges 十 Eggi 十 Euttpgr T Eattpor = 0, (8. 4-8) 
ATP par 的 每 个 指标 只 可 能 有 三 个 信 (1,2,3)， 
所 蕊 它 们 当中 至 人 少 有 两 个 相等 。 因此, 我们 可 以 分 别 研 究 如 下 请 
Æ: ka) 四 个 全 相等 ,2 有 三 个 相等 ,cc 两 个 相等 而 另外 两 个 不 
每 , Cd) PY YAR 

在 情形 Ce) 中 , 取 疡 =4= 一 rr 一 > 一 1], 则 我 们 看 到 ;根据 方程 
(8. 4-6), 77 F208. 4-8) 中 所 有 项 均 为 零 。 类 似 地 : 户 一 一 一 5 一 2 或 
3 不 提供 新 信息 。 

在 情形 (5 中 , 取 绢 一 4 一 r 一 1,5 一 2。 我 们 得 到 

— toe — Wg — tpa T tyg = 0 (8. 4-9) 

使 p= 一 g 二 +r 二 2,s 二 1 得 不 出 新 的 信息 ;因为 这 仅仅 相当 于 把 指标 1 
和 2 獒 换 一 下 ,这 在 方程 68. 4-5) 中 已 经 考虑 到 了 。 由 于 p= 二 g=r 
一 :一 3 时 sy 项 为 者 ,所 以 这 种 情形 价值 不 天。 

从 情形 (c) 和 情形 (4) 可 得 出 在 方程 (8. 4-5) 和 (8. 4-6) 中 所 包 
含 的 条 件 。 

由 于 重复 绕 坐 标 轴 的 无 限 小 旋转 能 人 够 得 到 从 一 个 直角 坐标 到 
同一 原点 的 另 一 坐标 系 的 旋转 ,所 以 对 各 向 同性 而 言 泵 需要 再 在 


mr 上 增加 任何 新 的 条 件 ， 
MEI 
Hja A 
Wing = Y C8. 4-10) 
Wl —  — # 


那么 ,方程 (8. 4-9) 98H, 
Minny = At 22 (8. 4-11) 
因而 出 现 了 三 个 独立 的 4 了 路 各 向 同性 张 量 ,依次 把 A. ee 中 的 某 
一 个 取 为 1 ,而 其 他 的 取 为 零 , 就 能 够 得 到 这 些 张 量 ， 
对 于 i=j.e=l, RAH1.pov= 6 所 得 到 的 张 晤 具有 分 基 ww 
=| ,而 其 他 所 友情 形 的 分 量 均 为 零 。 因 此 , 它 等 价 于 
fut = On (8.412) 
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对 于 Sk, 751,74), 11, Skj A uml ASI 
得 的 张 量 具有 分 量 egu l;i MR jS nau 二 2。 其 他 分 量 
HAF., RMT E 
tm == Bd H dao (8. 4-13) 
Bik, jal ij 时 , 取 AS eml 所 得 的 张 量具 有 分 量 
tipu =] =i jki] 时 silia = la 所 有 其 他 分 量 均 为 零 。 E 
此 ， 
teu = Cady — Cube (8. 4-14) 
EHEHE 4-228 T 4 阶 各 向 同性 张 量 的 一 般 形 式 。 EA 
fE (8. 4-3)7 所 给 出 的 对 称 条 件 下 ,由 方程 68. 4-2) 可 得 到 方程 
《8. 4-4) 。 证 毕 ， 


8.5 各 向 同 性 材料 


旭 宁 某 弹 性 面体 材料 是 各 问 同性 的 , 则 方程 48. 1-12， 
6, = Cunt (8. 5-1) 
中 的 张 量 Cw 必定 是 各 向 同性 张 量 ( 第 8. 2 节 ), 进一步 地 ,已 一 般 
性 地 证 有 明了 ;由 于 应 为 张 量 基 对 称 的 , 歼 Cim SO rs 由 于 应 变 张 量 
是 对 称 的 ; 故 Co = Cons FISK Cowen O UR ERE ERT BRILL. N 
此 ;根据 方程 C3. 4-4, 
Com = Ab jae + ROO, + 让) (8. 5-2) 
方程 68. 5-1) 迹 成 
C, = Aend, + Mejs (8. 5-3) 
对 于 应 为 为 应 变 的 线性 函数 的 备 向 同性 弹性 下体 而 言 , 这 是 应 力 
一 应 变 涛 系 的 最 普 毅 形式 .因而 ,一 各 向 间 性 弹性 夯 干 是 由 两 个 材 
RAT Se AA 产 来 表征 的 ， 
类 伏地 ,一 各 向 同性 粘性 流体 是 由 如 下 关系 来 次 定 的 
da =— pd, + Vaud, + 2eV;,, (8, 5-4) 
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8. 6 “应 力 和 应 变 主轴 的 一 致 性 


SR PER (或 粘性 流体 ?的 各 回 则 性 的 一 个 重要 属性 就 是 其 应 态 
主 轩 和 应 变 ( 或 应 变 谤 ?主轴 相 一 致 .这 一 点 可 以 由 方程 (8 5-3 
C8. 5-4) 得 到 , 因 态 应 力 和 应 变 主轴 的 方向 余 防 分 别 为 下 列 方 程 的 
解 ( 第 4.5 节 和 第 5.7 节 ) 


(o, — adr, = 3, |a, — oe, | = O, (8. 6-1) 
Ce, — ed, )v, = 9, |e, — ed, | = 0, (A. 6-2) 
根据 方程 (8. 5-3), 方 程 (8. 6-1) 成 为 
Cenad, + Bue, — 28,)v, = 0, (8.6 3) 
或 
Zake, — ad, dv = 90 C8. 6-4) 
zc 是 引入 的 一 个 新 变量 
d=" Pa (8.6 5) 


但 方程 (8. 6-4) 和 方程 (8. 6-2) 具 有 完全 相同 的 形式 。 因 此 ,尽管 特 
征 全 4 主 庶 力 和 主 座谈 ?和 不同 ,但 是 由 解 ， 所 给 出 的 主 方 回 是 相同 
的 。 

还 有 许多 其 他 方法 来 确认 应力 和 和 应变 主 方向 的 一 致 性 .例如 ， 
我 们 在 莫 尔 构图 + 第 4.8 节 ) 中 确认 :主轴 和 xz 轴 之 间 的 角度 与 图 
MF Ce. 如 果园 心平 移 到 原点 ,就 能 确定 主角 度 , 而 只 要 使 
二 0,e4 一 9 ,我 们 就 能 实现 这 一 节 称 . 宇 比 各 伴 下 ,应 力 一 应 变 关 系 
变 为 下 列 的 简单 形式 ， 

可 一 fhe’, 


由 于 22 只 不 过 是 一 个 数值 因子 ,因此 主 方向 就 旺 然 一 至 了 。 
3.7 表征 各 问 同性 的 其 他 方法 


还 有 许多 其 他 方法 用 以 表征 各 向 同性 。 例 如 ,通过 应 变 能 函数 
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W Ceitse-2s" ** .@3,) Be BT PA BRE PE PE. W 是 应 AEA E BY Be 
狐 , 并 且 它 通过 关系 式 
T, = oW (8. 7-1) 
Me MAE. SAE) ae AP RE RRR 
应 变 的 不 变量 。 例 如 ,利用 应 变 不 变量 


i, 一 已 


1 rot 
i, = Fee BRL, 一 Le iE i 


Ij 


1 
i, == 7 EE jel as + 


2 
我 们 可 以 把 W Cen seis tt sea) BRE A — ARAE 
WL, das Ta). C8. 7-2) 
由 于 不 变量 在 所 有 的 坐标 旋转 下 均 保 持 它们 的 形式 (和 数值 》 ,这 
个 同 祥 的 属性 适用 于 方程 C8. 7-1). 


8. 8 ”能 否 由 材料 的 微 结构 确定 其 各 向 同性 


当 参 考 构架 旋转 时 ,材料 的 应 力 一 应 变 关系 保持 不 变 , 则 该 材 
料 被 认为 是 各 向 同性 的 。 如 果 从 某 一 各 向 同性 材料 上 切 下 一 段 斌 
祥 , 做 一 次 实验 (例如 ,一 段 条 形 试 样 做 拉 伸 实验 ,一 段 决 状 试 样 司 
压缩 实验 ,一 段 梁 做 厅 曲 实验 ,一 段 轴 做 扭转 实验 ,一 块 平板 做 二 
维 吉 载 实 验 ,一 块 带 孔 或 槽 口 的 平板 做 应 力 集中 或 疫 劳 强 度 实 验 ， 
或 是 一 立方 体 或 阅 柱 体 做 三 维 加 载 实 验 , 则 不 管 从 何方 向 切 下 试 
样 ,所 得 到 的 与 应 力 和 应 变相 关 的 测试 结果 应 该 是 相同 的 ;只 要 根 
据 第 1.5 节 和 第 1.6 节 所 讨论 的 极限 概念 , 试 祥 的 尺寸 足够 大 而 
使 得 应 力 和 应 变 便 于 确定 即 可 ,如 果 该 材料 在 空间 上 是 非 均匀 的 ， 
从 而 使 得 其 力学 特性 随 位 置 不 同 而 变化 , 则 通常 可 行 的 方法 是 将 
试 样 切 得 足 赵 小 以 便 可 将 每 段 试 样 视 为 均一 的 ， 这 一 不 望 在 茶 些 
情形 下 难以 实现 ;例如 ,在 生物 学 中 ,皮肤 ,血管 壁 , 及 细胞 膜 均 为 
多 层 材料 ,其 不 同 的 层面 具有 不 同 的 力学 特性 ,但 一 般 来 说 ,不 可 
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能 通过 外 科 手 术 将 这 些 层面 剥脱 开 而 不 损伤 组 织 。 

现在 ,人 拉 可 利用 光学 显微镜 或 电子 显微镜 或 总 射线 散射 
机 ,核磁 共振 装置 ,或 正 电 子 仪 来 考察 封 料 的 结构 。 随 着 分 辩 能 力 
的 提高 ,可 以 逾越 第 1.65 节 所 讨论 的 有 闫 应 为 和 应 变 的 定义 中 对 
尺寸 所 介 许 的 下 限 。 然 而 ,在 小 于 确定 应 力 和 应 不 的 下 限 尺 度 下 ， 
ZA Poe SS i SB ee AK. ERI TTA 
TA Et GS ee W A KBR ea Se T 
解 。 有 了 时 甚至 能 够 从 更 小 凡 度 水 平 的 超 微 结构 推导 出 给 定 兵 上 度 范 
围 的 材料 本 构 方 程 。 汶 说 明 这 种 方法 ER TS RO REIT. 

例 1 具有 立方 品格 的 品 体 

考察 一 个 原子 排列 
如 图 8.1 所 示 立 方 唱 格 
H date. S LI IEE 
长 度 为 一 个 测量 单位 。 
取 和 直角 傅 考 构架 (xl,.,,， 
xo) ;使 该 材料 受到 用 如 
Pak Be ch Seon AA 
EVE AB 


r 


jou Tig fz! 


Fa Fee Dj a 


73, Tag Tas] 


(B. 8-1) 3 
a fE ME M A m R ER @s.1 ASHANRTHES 
形 ， 具 体 地 说 ,晶体 甘于 的 品 体 的 力学 模型 


ou 的 作用 在 并 Ar EE 
伸 长 而 由 子 cz 和 oo 的 作用 在 .zi 方向 缩短 。 OEE CRIA 
验 中 发 现 


e = F n 十 os) (8. 8-2) 
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en =F Fle tous (8. 8-3) 
及 


en = BE p n E on). (8. 8-4) 
WAJ oj 产 生 了 切 应 变 2. MERIETE Se BY 
伍 是 各 向 同性 的 ?一 般 而 言 , 管 案 是 否定 的 ,这 里 有 三 个 材料 常数 ， 
EY, 及 人 局 ,根据 第 8.5 节 ,各 向 间 性 的 本 构 方 程 只 能 有 二 个 独立 常 
数 。 事 实 上 ,假如 应 力 一 应 变 关 系 是 各 本 同性 的 .那么 常数 扎 , 刁 ， 
Be 必 将 由 如 下 方程 而 联 拉 起 来， 


上 E 


20 4+ 
(见方 程 (7. 4-16)》。 假 如 实验 结果 证 明 方 程 (8. 8-6) 成 立 , 那 么 方 
FE (8. 8-1) 到 {8. 8- 人 在 一 特定 坐标 系 中 与 种 向 同性 本 构 方 程 相 一 
致 。 然 而 ,让 这 种 情形 下 我 们 可 以 得 出 更 多 的 结论 ,因为 任意 管 卡 
尔 套 考 构架 者 能 通过 平移 和 旋转 而 变换 成 如 图 8. 1 AeA, 
在 任意 参考 构 问 中 的 应 力 张 量 都 能 转化 品 体 构架 中 方程 (8. 8-1) 
的 形式 。 国 此 ,我们 可 以 说 ,假如 方程 人 8. 8-6) 成 立 ,那么 由 原子 排 
列 成 立方 蝇 格 而 构成 的 材料 是 各 向 同性 的 。 

H22 WHA 

正常 肺 组 织 是 一 个 集合 式 秆 构 , 如 同 多 孔 泡 沫 橡皮 一 样 ( 见 图 
1. 3~ 图 1.6)。 由 到 (1988) 提 出 并 经 详细 论证 的 肺 微 结构 和 寞 型 如 
图 8. 2, 气 道 的 每 一 终 末 单元 称 为 肺泡 .形状 和 大 小 相 辐 的 腑 泡 的 
集合 充满 整个 肺 部 空间 。 肺 泡 辟 称 为 泡 间 隔 , 它 们 是 注 薄 的 膜 ,其 
间 务 三 上 明 党 一样 包 有 毛细 血管 。 肺 毛细 血管 占有 泡 间 隔 夹 展 空 间 
的 80%%。 良 好 的 肺泡 模型 是 一 个 14 边 的 14 面体 或 14 面体 ,包围 
一 个 中 心 为 14 面体 的 十 四 个 14 A BRAS eR 
ZE 14 面体 ,成 为 肺泡 通道 的 基本 单元 。 二 个 或 三 个 基本 单元 过 
结 起 来 ,其 中 贯穿 适当 数 自 的 泡 间 卫 用 于 空气 流通 ,从 而 形成 肺泡 
通道 的 分 梳 。 肺 泡 通 道 与 支气管 相通 ,支气管 与 主 支气管 ,气管 相 
a PIAS, PARRA 14 面体 的 集合 体 ， 
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C8. 8-5) 


对 于 这 样 一 种 结构 ,应 力 可 定义 在 直径 运 远 友 于 单个 肺泡 直 
径 时 区 域 。( 对 于 大 类 , 肺 兆 直径 大 约 为 100 一 300kms Ait. tem’? 
的 平面 区 域内 将 横 切 1000 一 10000 个 肺泡 ,在 这 样 一 个 区 域内 应 . 
力 可 以 定义 得 非常 好 ,类 和 似 地 ,应 恋 可 以 定义 在 体积 为 lem’ 量 级 
WETE., 


图 8.2 Amira eh) Se RY 
根据 Y. C, Fung,’ A Model for the Lung Structure and Its Vatidatian”.J, Appl. 
Physiology, 64 (53,2132~— 41,1983, (a) Tia MC Tet 14 面体 围 绒 一 
个 中 心 :4 BR. SACRE SR. E a A BC a 
互 堆积 ,接触 面 肺 汇 腊 被 贯穿 ,从 而 玉成 较 长 的 通道 ;C3 两 个 楚 本 单元 通过 贯穿 卉 志 -- 
些 的 打 用 肺 询 腊 形成 较 短 的 通道 ;te 中 第],2,3 级 肿 泡 通道 由 三 个 基本 单元 组 成 ,每 相 
邻 两 个 基本 单元 结构 部 分 媳 ! ,第 4 和 第 5 绒 道 道 为 如 5) 记 示 单元 ,第 6 和 第 7 级 通 
章 汶 处 避 )? 所 示 单 元 ie? 由 各 经 通道 形成 的 道道 树 - 由 第 8 级 给 出 的 大 莉 单 个 14 面体 
BB. Eee PRM DRA EAEE Y. 
最 后 为 气管 
在 及 和 中 ,每 一 泡 间 阳 是 由 毛细 血管 和 连接 组 织 构 成 ,连接 组 绍 
的 主要 结构 成 分 是 胶原 纤维 和 弹性 纤维 。 为 了 维持 这 种 结构 的 整 
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FH, FAP So A nyy Fe PR eB I EAB Be EAR 
WE SF ETN LA SR TE A Br ak E Be DS eR 
RAZE Au alal Ce Fung, Biomechanics, 199¢(1].pp. 
405-416.) EAA T AA ie SF AA SE EF EZ A 
而 产生 了 整个 肺 组 织 的 应 力 一 应 变 关 系 。 这 样 一 个 关系 有 利于 了 
解 在 正常 生活 中 的 重力 载荷 下 ,在 空间 飞行 中 的 零 重 力 下 ,在 运动 
时 的 则 速度 下 ,和 和 在 疾病 条 件 ,; 以 及 分 析 肺 中 空气 流动 分 布 和 血 流 
时 的 冻 力 和 和 应变 分 布 。 

不 管 肺 组 织 的 几何 结构 多 么 复杂 ,其 基本 的 体积 对 称 性 且 清 
楚 的 ,因为 每 一 14 面体 均 由 切割 立方 体 的 八 个 角 而 得 到 ,并 且 集 
合体 侣 持 了 加 有 的 立方 体 特 性 。 了 以 例 1 中 可 以 得 出 ,在 小 应 变 、 线 
性 范围 内 : 肺 的 六 力 -应 变 关 系 可 以 是 ,但 不 一 定 是 ,各 向 同性 的 ， 
取决 于 音 切 模 量 , 杨 氏 模 量 和 泊 松 比 是否 满足 方程 (8. 8-6). 

然而 , 肺 纽 织 能 够 产生 大 变形 ,并 正常 地 工作 在 与 零 应 力 条 件 
有 活 的 有 限 应 变 范 围 内 .对 于 有 限 应 变 而 言 ; 肺 组 织 的 本 构 方 程 是 
非 线 性 的 .然而 ,有 关 零 应 力 状 态 附近 初始 各 向 同性 的 知识 可 长 期 
使 用 ,因为 如 果 肺 组 织 在 线性 .小 应 变 范 围 负 是 初始 各 癌 同 性 的 ， 
那么 它 在 非 线 性 的 有 限 应 变 范 围 内 也 是 初始 各 向 同性 的 。 


习题 8 


8.1 RSH PERT). GTR AA: 
(Qe RAS ROE PSR A. PURE 
是 各 向 同性 的 ? 
(ba RPA BG AAR AE a ET Td Pe SE, 
fie J EB) BY it Sh BY HE Se AE Py Og A A PE? 
[ce) 如 果 在 (5) 部 分 的 问题 中 产生 了 激 波 ,又 将 会 怎样 ?7 
8.2 证 明 在 第 8.4 节 中 已 证 过 的 定理 可 改 守 为 “4 阶 各 向 同性 张 量 最 一 般 
的 形式 为 : 
Him = A + Palm + Od, 
AP a. 8.7 为 常数 ， 
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go go gn mm 
“oa p n h 


10 


-13 


证 明 张 量 cBim 是 各 向 同性 张 量 。 还 有 其 他 5 Sg EK E? 
建立 一 些 6 阶 和 省 应 同性 张 景 。 推 广 到 偶数 2n 阶 的 各 商 同 性 张 量 。 
指出 三 种 非 各 向 问 性 的 流体 。 

指出 五 种 砷 各 向 同性 的 固体 。 

各 向 问 性 基本 构 方 程 的 特征 ;因此 ,各 向 同性 的 实验 测试 需要 和 党 用 相同 

的 装置 和 仪器 来 三 定 力学 特性 。 设 想 要 求 你 确定 某 一 金属 是 和 理 为 各 向 

同 宪 的 。 设 计 一 个 测试 程序 尺 使 你 能 提供 一 个 确切 的 回答 。 

假如 让 你 考虑 一 种 生物 材料 , 妇 人 的 点 肤 , 所 需 的 测试 程序 多 六 不 同 十 

Witla. RES PAM LM REIS AER EAE 

BAA AE BY aS Tea] E : EA ESI CES. AF Rt — Pr 

新 的 测试 程序 

对 于 象 混 凝 土 和 塑料 的 工业 材料 而 言 ; 丁 解 材料 县 否 为 各 各 同性 对 设 

计 者 非常 重要 。 设想 你 正在 建 江 一 个 实验 宇 , 用 症 测试 结构 材料 。 握 出 

实验 计划 并 说 硼 奈 需 的 仪器 。 

香 章 体 通 常 是 各 向 异性 ,但 宗 醒 体积 料 可 以 荐 各 向 同性 的 。 单 个 长 链 
雪子 是 利和 操 异 性 的 ,但 高 条 于 流体 利 圈 体 可 以 是 各 癌 同 性 的 。 以 这 1. 
SAF BT Pt He BE TF E Ba) E SUN T ANE Seo E D E SO ak A 
料 结 鬼 的 统计 学 罕 征 来 解释 该 现象 ， 

从 理论 上 看 ,是否 可 能 将 基于 封 料 结构 的 各 向 同性 的 某 些 规则 全 
A the? EA ah Re eB a EE ED | a E 
BAAR a. a TER ame IR Flo TE. 

A Dey Dee) ER E T A a LAP ie a SEY» SR AL, Pe A AL 
醒 化 ,爆炸 成 型 ad. fie 22 FA SE Se OR E 
ep Fre Ad AR HES RR 
iB ASR SL. PrE ea ST SL EO RR a : 产 
BTA aa ee FP SRE Ae ae SOS Pe Se a. EBT Aah 
HE FEE AC OP da PE a) A AR ee at SP E se AR SA ey BRD A Zoe PC A 
HENRO. E TS ee a a ee LR IP OTE RE EP RA A 
— RRR TERRE TE WR BY OR Se Oe Be dP ES 
Ala) BER AR SEE SE? 失效 的 极限 应 力 是 否 受 到 影响 ? 

对 于 满足 席 驳 定律 的 材料 ,测试 省 问 同 性 的 实验 程序 应 包括 涉及 湛 应 
刀 的 一 些 实验 相 涉 及 前 应 为 的 另 一 些 实验 ;此 外 还 特 恰 验 主 切 模 量 ， 
杨 氏 模 量 和 施 松 比 之 间 的 关系 是 和 否 满 足 。 现 在 ,把 我 们 的 注意 力 转 移 
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8. 17 


PAIRA oe REE, aA Be, RERE hE 
线性 的。 我 们 可 以 通过 怎样 一 个 测试 程序 来 确定 各 向 向 性 ? 
材料 的 各 癌 同 性 有 和 时 由 于 在 狐 试 试 祥 内 的 残余 应 力 而 混 请 不 请 .残余 
应 力 是 无 外 加 载荷 作用 于 试 样 时 存在 于 记 样 内 部 的 应 力 , 可 以 由 过 去 
的 塑性 变形 ,焊接 ,和 杂质 能 人 ,或 其 他 过 程 给 出 . 奖 一 晒 铁 钉 打 信 木 涉 ， 
葡 余 点 力 就 留 在 木头 内 .将 一 根 导线 弯曲 或 环形 ,焊接 环 拆 端 部 ,就 将 
RR MOREA. HRS SRE OLA A RR 
FATE RAPT A. 

WRA — A Se a Se RE HABA D BR E el RE 
续 介 质 的 平衡 方程 或 动力 方程 是 线性 的 ,并 且 解 的 玖 加 原理 适用 。 在 
这 种 博 形 下 ,具有 残余 应 力 的 物体 对 给 定 载荷 的 啊 应 与 无 残余 应 力 的 
同一 物体 对 间 一 载荷 的 响应 相同 。 换 言 之 ,假如 物体 的 材料 是 各 同 同 
性 的 ,那么 有 关 载 荷 一 偏 移 量 的 测量 将 考 现 出 各 向 同性 而 不 管 是 否 有 
RREN. 

R i BY -EE R ERES, MIR TS el. RR PPAR ER 
性 情形 。 我 们 还 项 望 知道 对 于 非 线 性 材料 ,其 基本 的 应 力 一 应 变 关 系 
是 否 是 各 向 同 性 的 ,至 少 在 零 应 力 状 态 附 近 。 我 们 应 该 怎样 做 ?针对 非 
线性 博 形 制定 一 个 计划 。 
在 复合 材料 中 ,有 些 成 分 爱 拉 , 男 一 些 成 分 受 压 ,整体 处 于 平衡 状态 ， 
其 残余 应 力 是 得 到 改良 机 械 性 能 的 一 种 良好 途径 。 例 如 , 颈 应 力 钢 盘 
加强 的 混凝土 和 高 强度 纤维 加 强 的 金属 材料 及 塑料 是 重要 的 结构 材 
痢 。 如 果 需 要 得 判 复 合 材 料 的 各 向 同性 或 慌 截 各 向 同性 (在 远 远 大 于 
单 根 纤 维 直径 的 斥 度 下 ), 刚 纤维 必须 放置 成 某 种 需要 的 几何 形态 . 设 
计 一 种 以 高 强 庆 和 各 阿 同 性 为 目的 的 复 侣 材料。 
生物 体 将 细 脑 必 为 其 基本 结 .细胞 膜 和 应 力 纤 礁 ( 肌 动 重 白 分 子 ? 可 
在 细胞 水 平 上 包 人 富 了 针对 压力 {压缩 残余 应 力 ) 的 拉 伸 残余 应 力 ,细胞 
亲 间 质 空间 内 的 基质 材料 可 受到 拉 伸 .压缩 ,或 前 切 的 应 力作 用 。 活 组 
织 的 整体 力学 特性 (在 迁 远 大 于 单个 纸 肪 尺寸 的 尺度 下 ?取决 于 组 织 
的 细 虐 绩 覆 .考虑 到 细 脑 的 三 锥 儿 柯 形态 来 讨论 组 织 的 各 各 同性 恕 各 
向 异性 。 考 碟 到 残余 应 力 的 强 着 ,人 讽 如 ,细胞 的 肿胀 程 关 ,来 讨论 组 识 
的 整体 力学 特征 。 
dE A Se a A TI A. ATILE E Be ee 
Fp SCR iin Ser Sy ee BE PS BY A a PS. PR BN A 
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FPI AS ALA, i EA L E E A E A A RR 
2H ZR ATIE E TE ede FIE HAERERE MRLE E 
Bee FI EP AS E A EH -0 au. i Ee B EPER IM AE A a E RE 
E- EE ree o Wina — UR oe ik SE S h E Ga +H 
RER. AEE LE R LEE Se iP ale. 
8.18 {Ef Rt $s R EEE M ae ag A FE A A ERIE. 出 此 . 它 
WITTE ETTA, A Eaa EAA TE i eE E E 
由 于 所 计划 的 对 现在 问题 的 湖 试 : 
补充 读物 
FUNG, Y. C. , Biomechanics; Motion, Flow. Stress, and 
Growth. New York : Springer — Verlag¢1990),Chapter 11. 
JEFFREYS, H.,Cartesian Tensors. Cambridge; University 
Press(1957),Chapter?. 
THOMAS.T. Y..Cencepts from Tensor Analysis and Dif- 


ferential Geometry, New York: Academic Press (1961). pp. 65- 
69, 
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Q 真实 流体 和 固体 的 力学 性 质 


在 本 童 中 ,我 们 将 考虑 实际 物质 ,以 便 了 解 在 第 7 各 第 8 章 中 
的 理想 本 构 方 程 如 何 适 应 现 袜 世 界 。 我 们 将 以 分 子 观 点 出 发 .从 气 
体 和 流体 入 手 。 然 后 我 们 将 考虑 固体 , 烙 弹 性 体 和 生物 物质 。 


9.1 we 体 


流体 基于 其 压力 一 体积 关系 通常 分 为 气体 或 滚 体 。 在 图 9.1 
中 表示 了 二 和 氧化 磋 在 恒温 下 压力 一 体积 关系 的 典型 实例 。 在 某 些 
特定 压力 值 下 , 较 低 的 曲线 有 一 水 平台 阶 , 在 平台 的 左 侧 为 液体 状 
态 , 该 处 要 增加 很 大 的 压力 才能 引起 很 小 的 体积 变化 .平台 的 右 便 
为 燕 汽 或 气体 状态 。 水 平台 阶 (如 图 9. 1 中 的 AB) 上 的 一 个 点 实 
际 上 代表 了 由 该 体 和 藻 汽 的 混合 牺 所 组 成 的 不 均 色 状态。 在 
31.05CCOz 液体 一 燕 汽 等 温 线 中 的 水 平 部 分 缩减 判 零 。 当 温 虎 
高 于 这 个 临界 值 时 ,等 漫 线 平稳 地 由 高 压 变 到 低压 ,在 气态 和 液态 
之 间 并 无 明显 的 界线 ,在 更 高 的 温度 区 内 ,状态 方程 越 来 越 接 近 子 
“理想 气体 定律。 

从 分 子 的 观点 出 发 , 阿 忧 如 德 罗 (AAAvogadro) 对 气体 进行 了 研 
究 并 提出 了 假说 :在 同样 的 温度 和 压力 下 ,相同 的 气体 体积 包 合 了 
相同 的 分 子 数 目 。 一 摩尔 的 分 于 (一 定量 的 物质 用 克 来 表示 ,在 数 
值 上 等 于 该 种 分 子 的 摩尔 重量 ) 包 会 了 6. 025X 103 个 质点 。 这 就 
EAA Rin SOND, 在 标准 温度 和 压力 ( 即 orc 和 
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760mm ET AD F.1 Seah Sea 22, 400cm?, C Rt E 
于 一 个 质点 到 相 邻 质点 的 平均 距离 约 为 33X10 fom. 在 标准 温度 
HEH T. HR ARRE A E e EERTE AS EAR E A R E A F 
Sy 2 — Ags BY M n a Em eA 3x10 “om, 


O3 


20 


BO 


TO 


Fe 77 /101325Pa 
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9, CO, 在 临界 点 己 附 近 体 积 - 压 力 关 系 的 等 兆 曲 线 
CO: HAC I FPR Mi BE 404. 2°K, 压 凡 尖 ?2.9 个 大 气压 ,而 栖 积 鸭 9temi/ 


mol 

分 于 运动 理论 将 气体 中 的 压力 解释 为 气体 分 子 撞击 表面 的 反 
作用 .根据 分 子 撞击 和 加 跳动 量变 化 的 研究 ,分 子 运 动 理论 导出 了 
联系 压力 CP) RCV > ,和 绝对 温度 (TT) 的 理想 气体 状态 方程 

PY = RT, (9. 1-1) 

这 里 ， - 
R = NA, c3, 1-2) 
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对 于 所 有 物质 ,1 摩尔 气体 的 & ALR ARIE. WME A BIRR 
BS ty, 1.38 10 “erg/deg, R 为 气体 常数 ,等 于 8. 313 
X10 erg/deg * mol= 1. 986cal/deg + mol, 

对 于 凝 率 状态, 范 德 瓦 耳 兹 (Van der Waals) 提 出 了 如 下 著名 
的 方程 


(P+ aaWV — &) = RL, (9. 1-3) 


其 中 ,去 代表 气体 质点 间 的 引力 


(只 有 在 气体 密度 很 小 时 才 不 精 
确 ) ,而 8B 代表 分 子 体积 。 图 9.2 
表示 了 范 德 瓦 耳 兹 p 一 V 曲线 
族 。 它 们 很 象 图 9. 1 的 各 条 曲 
线 , 但 是 图 9. 1 的 水 平 线 AB 已 
变 成 了 图 9. 2 的 连续 曲线 
45DFE。 横 坐标 十 的 曲线 部 分 
压力 为 灸 值 ,被 认为 代表 了 补体 
的 拉 伸 强度 ,这 是 由 参数 严 和 8 


所 表示 的 原子 间 近 程 内 育 力 所 图 9.2 RR ARS 
引起 的 。 最 小 点 5 例如 ,在 温度 AEH. V ERER. T PAE. 
TP JHK BBA H Fan 7 AEEA RR. KA EE 
强度 在 O°C 时 为 一 1168 个 大 气压 ,在 50C 时 为 一 875 个 大 气压 . 
许多 作者 用 不 同 的 方法 测量 了 液体 的 拉 伸 强度 :参见 D. E. Grey, 
ed. , American Institute of Physics Handbook, New York; Mce- 
Graw-Hill Book Co. (1957).pp. 2-170) 。 实 验 值 远 低 于 理论 值 ,而 
源 因 则 盈 常 认为 是 有 核 剂 菩 汽 ,小 气泡 以 及 液体 从 实验 用 容器 辟 
猎 车 走 等 因素 作用 的 缘故 。 

湾 体 拉 伸 强度 前 问题 对 气 闪 .船舶 螺旋 桨 的 气 穴 损伤 、 笃 中 的 
水 传输 、. 树 的 霜冻 损伤 及 其 它 问题 都 是 非常 重要 的 。 
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9.2 FR 性 


Ai A SSR ER BY BY AL E T a Ee HE 
9.3 所 示 。 这 里 ;坐标 x,y,z He 
PARERE ROR Be PR 


(itz y 的 函数 。 和 作用 在 垂直 于 : 


Y t 
AREA 3 ~ aR EE T EE 
当地 平均 值 }, 指 向 x aA e . 7” 


ARE EAA S Ar. PME 


WP UP PA rf 的 关系 


I 


图 9.4 气体 粘性 系数 的 
运动 学 说 明 


9.5 粘性 的 非 午 籁 概念 


cde 


r= ea (9, 2-1) 


系数 上 是 一 个 称 为 粘性 系数 的 党 
RUA BA AL MEL CT), EBX 
—~ hh — FP Be i al. 7 a E ie BK 
CB]. ae GA Sh iz | dT CP) EAT 
id ia Ut Poiseuille), EGR 
ial SAG PE Be ie FE e 秒 / 米 :CN 
+s f/m). 1 fide O. IN +s/m*, 
空气 利水 的 粘性 系数 都 很 小 ， 
在 天 气压 和 20°C 之 下 ,空气 和 水 的 
mE AE 33 SK 24 Sh BY A 1.8Xx 10 !'P 
AG. 01P, fe Aa Be PB 
性 大 的 为 8.7P。 RES, e a 


度 的 增加 面相 当 迅 速 地 减少 。 在 气体 中 ,x 全 随 温 度 升 高 而 增加 。 
麦克 斯 韦 尔 根据 气体 动力 学 理论 对 粘性 系数 作 了 生动 的 解 


CHE Chapman, 5. and Cowling, T.G.. The Mathmatical Theory of NonUni- 
form Gases. Cambridge, University Press, 3ed ed. 1978. 
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Fe, 研究 如 图 9. 3 所 示 的 等 速度 梯度 的 流动 ,并 想象 一 个 如 图 9. 4 
EREE y 轴 的 表面 44。 它 下 方 的 气体 对 上 方 的 气体 所 作用 
的 剪 应 力 起 着 咀 灌 作用 。 前 应力 等 于 分 子 通过 平面 AA 的 随机 送 
动 所 致 的 有 序 动量 的 损失 率 ,开始 位 于 n 处 并 且 经 过 界面 AA 向 
下 运动 的 一 个 分 子 具有 正 的 动量 mCdu/dy)y,。 其 中 m 是 分 子 的 
质量 ,w Hc HH LGA PRE du/dy 是 垂直 速度 梯度 , 即 剪 应 
变 率 。 与 此 类 似 ,通过 AA 向 上 运动 而 开始 位 于 v 处 的 一 个 分 子 
具有 负 动 量 六 (dsydy?yz* 这 两 种 移动 代表 着 AA 上 流体 有 序 动量 
的 损失 。 在 一 秒 钟 内 通过 单位 面积 AA 的 这 一 损失 的 总 和 就 等 于 
前 应 力 =。 

设 每 个 单位 体积 内 有 N 个 分 子 。 假定 在 三 个 坐标 方向 的 每 一 
个 方向 上 各 有 三 分 之 一 的 分 子 移动 着 。 如 分 子 的 平均 速度 为 ,并 
是 如 果 它 们 的 三 分 之 一 垂直 于 A 运动 , 刚 每 秒 钟 有 -3 N 个 分 子 
通过 44。 这 些 分 子 中 的 每 一 个 分 子 携带 症 与 其 开始 所 在 位 置 v 
处 相应 的 动量 。 设 高 度 y 的 平均 信 为 工 , 则 剪 应 力 为 


乘积 N, PEEP. AK. 


ipy Œ - 
T= 3 pc sy C9. 2-2) 
比较 方程 49. 2-1) C9. 2-2) ,可 得 
as eck (9. 2-3) 


有 效 高 度 工 与 平均 自由 程 共 一 个 分 子 在 与 另 一 分 子 磁 撞 前 移动 
的 平均 距 高 ) 有 关 , 并 且 根 据 戴 维 ， TBE David Enskog) MÆ 
德里 ， HE (Sydney Chapman)+ 更 为 精确 的 计算 表明 

w= 0. 4990c (9. 2-4} 
uik ae E RDR THA E TT SAR pL 几乎 保持 不 变 。 因 
TI e Sc Beem e 又 与 绝对 温度 的 平方 根 成 比例 ,于 荐 气体 的 
粘性 系数 随 温度 面 不 随 压 力 变化 。 在 标准 状态 下 (海平 画 ,59°F)， 
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28 a TA ES BO Py 8. 8X 1O-%em, 

导致 方程 (9. 2-2 AVC UEM AEA FREER, 当 分 子 穿 
过 平面 44 时 ,它们 不 仅 带 有 自得 有 序 运 动 的 动量 , 面 且 还 带 有 自 
身 匆 质量 和 和 能量, 在 具有 密度 梯度 的 气体 中 ,质量 的 传递 相当 于 扩 
散 现 象 。 在 具有 温度 实 庶 的 气体 中 ,能 量 的 传递 相当 于 热 侍 导 现 
象 . 于 是 ,在 最 简单 的 理论 中 ,有 序 动量 分 基 .热能 和 质量 的 传递 机 
理 是 相间 前 :因此 得 出 结论 :热传导 系数 上 等 于 粘性 e RA ERIE 
ACME SP RAR DSP RTE e RUER pp。 实验 和 更 为 精 
确 的 计算 给 出 


A=] D=1.? (9. 2-5) 


SIE ULE AR RISA 
BIKE SURO. Hh Oe 

形式 的 固体 形成 长 链 有 序 结构 。 CES -SR 
原子 以 长 链 的 相互 作用 有 秩序 地 CSO CS 
排列 着 。 另 -方面 ,气体 的 原子 或 ow Qo 
分 子 仅仅 在 它们 “产生 接触 ”时 才 前 

相互 作用 ,并 且 相 互 作用 取决 于 丙 


原子 或 分 子 之 间 的 短 链 吸 引力 ， 图 9.5 b Cottrell 提出 的 液体 粘 


液体 状态 介 于 气体 和 晶体 之 间 ， 人 
— fie RR X NAT. m] ee Ay. FRR A. H, Cottrell, 
SEE SEES FP TB EF Ab FB AL The Mechanical Properties 
EAREN, HERA Se of Matter, New York; fohn 
ae ie 18 145 AR A E Be A a Wiley, 1964 


DA EJS TE HS RT AR A AG 3 Yo Bl 57 CSR A OK FEEL TE EREDT BD 
XAET AI FS R ERER. fH A 3% Bl 57 py EB 
形成 空 穴 : 其 自由 体积 被 邻近 质点 所 占据 。 质 点 间 的 这 种 分 布 方 
式 ,破坏 了 结构 的 长 链 次 序 。 科 特 瑞 尔 (Cottrell) 提 出 了 简单 液体 
的 粘性 趣 因 图 ,如 图 9.5 所 示 。 此 处 ,具有 一 定 自由 体积 的 两 个 原 


子 被 包围 在 其 空 原子 构成 的 “笼子 "里 。 该 图 说 明了 当 构 成 笼子 的 
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其 它 原子 的 相对 位 置 保 持 基 本 不 变 时 ,这 两 个 原子 的 相对 返 动 如 
何 使 笼子 具有 了 前 切 变 形 . 这 两 个 原子 的 运动 使 这 个 原子 构成 的 
“老子 ”产生 了 上 畸变 。 周 轩 的 液体 对 这 样 一 种 畸变 提供 了 弹性 (能 
切 ) 搞 力 。 但 如 果 附 近 也 发 生 了 类 似 的 运动 ,这 种 抗力 就 解除 了 。 

另 一 方面 , 吊 体 中 的 原子 以 空 启 晶 格 排 列 著 ,晶体 同 其 相应 的 
液体 相 比 较 之 所 以 具有 大 得 多 的 弹性 模 量 和 粘性 ,是 因为 晶体 中 
原子 的 位 置 是 由 晶 格 精确 地 确定 这 一 事实 ， 

RED CTS RP A E i m E e E R 
等 可 能 有 很 多 其 它 显 示 粘 性 的 松 驰 机 理 , 在 很 多 人 情况 下 ,很 难说 一 
Aw By fa Gry HE SR FE Se AE Se A A. EP A A TER 
SE os fs] Mt ee A SE RR RR E. OH at E E 
间 的 区 别 是 以 10° 泊 的 低 应 力 粘 性 来 区 分 的 。 头 性 低 于 该 值 的 物 
质 称 为 流 栖 ,粘性 高 于 该 值 的 物 原 称 为 国体 。 


9.3 ”金属 的 塑性 


如 果 在 室温 下 用 试验 机 拉 伸 有 延性 的 金属 杆 , 就 可 以 给 出 作 
用 在 试 件 上 的 载荷 对 伟 长 度 


E = EF = C9. 3-1) 


的 曲线 , 式 中 必 是 杆 的 初始 长 度 ,? 是 作用 载荷 时 的 长 度 。 KES 
验 表 明 , 典 型 的 载荷 一 伸 长 度 关系 如 图 9.6 中 的 曲线 所 示 。 汉 上 很 
小 时 ,载荷 一 伸 长 度 关系 通常 是 一 条 直线 . 低 碳 钢 星 现 出 一 个 上 必 
眼 点 和 一 个 平 的 屈服 区 域 ,此 屈服 区 域 是 由 许多 沿 蝇 体 滑 移 面 江 
移 的 微观 上 不 连续 的 小 台阶 所 引起 的 [图 9.69). 其 它 多 数 金 属 
没有 这 种 平 的 尾 服 区 域 [ 图 9. 6 CS 

在 变形 的 性 一 阶段 印 载 时 ,应 变 都 不 接 加 载 曲 线 返 回 , 而 是 党 
EMR HAP ,如 图 9.6(a) 与 他) 中 的 VP。 重 新 加 载 曲 线 
和 务 载 曲线 之 则 有 很 小 的 偏差 ,而 后 在 大 致 超过 以 前 的 最 大 应 力 
时 产生 进一步 的 塑性 变形 , 试 件 可 能 在 革 一 应 变 下 “有 颈 纠 ”", 从 而 它 
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PAR AR EP RD A). TEESE TR ETA PA eR 
HART, S SR a RR PY BY EBR T ES JI CER BR BA SOA Fes AS SB 
AA ARB ee SETAE Re Aa PAE. 最 太 值 W 是 极限 载 
Ti. ARE ES eo. 在 图 9. 6 PR YC 点 处 ， 
ATHE R. 


一 fe 


ft Fe dH 
(i> fe 


9.6 SREAP be pi- a R 
Ca HE Oe a at 48 PO COB SS: OE ea 
(RGR AA RL EL BAKER MESH. 
ETA El REA A BR A BE ER A eC 
性 材料 的 载荷 一- 应 变 曲 线 如 图 9. 60). AC BARRA, 
在 地 质 学 中 一 个 十 分 重要 的 事实 是 : 当 受 到 大 的 静水 压力 (大 
BY i ES ae ay. EE et BL aS SATR EE A a, 
— A eI + FE] (Theodore von Karman, 188i-l9s3)7EHRKBA 
经 典 实 验 中 所 证 实 。 
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受 单 向 压缩 或 单 向 剪 切 试 件 的 试验 产生 与 图 9. 6 相 类 似 的 载 
fa] — DEAR 

Be, FT Fe SS, RA eg Pe A]. OER IR AR 
Fs Bee BE ADR TLS «EE PT a E CL TA ae Pi 1 EB eE 
Rh da SE ASS To Se Se BY tk hs 
WE YER Se Me RE AY. TT a RP SRE A“ RP ST 
感 的 ”, 但 强度 却 是 “对 结构 敏感 的 ”. 对 于 没有 明显 屈服 点 的 材料 ， 
在 工程 实 陈 中 把 比例 被 限 处 的 应 力作 为 届 服 强 钴 ,而 比例 极限 出 
定义 为 达到 0.2% 拉 伸 应 变 的 点 。 在 弧 大 多 数 工程 结构 中 材料 处 
在 比例 极限 以 内 工作 ,因此 应 变 实际 上 很 小 。 据 此 , 线 弹 性 理论 是 
A RLH 


9.4 非 线 性 弹性 材料 


樟 皮 ,这 种 最 有 资格 称 作 弹性 体 的 材料 不 能 用 虎 克 定律 来 撕 
述 。 在 试验 机 上 对 橡皮 条 作 同 轴 拉 伸 实 验 ,就 可 得 到 如 图 9.7 的 应 
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ht 7] T/98kPa 


1 2 3 4 5 6 7 8 
AiR 4 
图 9.7 硫化 橡胶 的 力 一 忻 长 曲线 
力 一 应 变 曲 线 。 它 是 非 线 性 的 。 只 有 在 比 橡 皮条 正常 承受 应 变 沾 
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得 多 的 应 变 范围 .线性 的 虎 克 近似 才能 到 用 ,。 软 橡皮 的 体积 弹性 模 
Breeze eK 10 Fit 售 , 在 这 个 意义 上 讲 它 在 实用 中 
是 不 可 压缩 的 。 严 社 地 说 ,橡皮 的 应 力 -一 应 变 美 系 是 非 均 一 的 , 存 
在 状 烙 弹性 特征 . 达 存 在 善 恒定 应 变 下 的 应 力 松 骤 eM 
Reo , D A TEA RE oe ie ete Fa SP. 因此 ,橡皮 是 一 种 非 线 性 
的 粘 弹 性 材料 。 

人 和 儿 动 物 的 活 六 软 绎 织 在 其 正常 发 挥 功能 的 应 变 范 围 内 也 是 
非 线 人 性 粘 弹性 材料 . 伤 如 人 们 期望 强调 人 和 和 动 御 组 织 在 所 有 外 如 
载荷 除去 后 恢复 其 均一 构 形 的 能 力 , 些 时 通常 可 以 说 大 和 和 动物 组 
织 是 弹性 的 .假如 和 人们 广 意 的 是 它们 的 粘 弹性 ,那么 也 可 以 发 现 一 
些 特 殊 性 奈 , 当 活 组 织 受 到 周期 性 加 载 和 和 婴 载 作用 时 , 它 会 产生 一 
个 对 应 弯 率 不 敏感 的 恒 柱 的 应 力 一 度 变 环 . 儿 后 (应 力 一 应 变 环 中 
加 载 各 印 载 曲 浇 的 荆 异 > 在 很 大 程度 上 不 受 周 期 性 载荷 的 影响 .应 
力 一 应 变 环 是 可 重复 的 :由 加 载 和 和 邵 载 曲线 自 有 一 定 程 度 的 单 慎 
性 。 这 一 性 质 可 以 由 谁 塑 性 这 个 间 来 描述 (Fung;1971)。 明 一方 
面 ,“ 忆 忆 嫩 数 ” 连 接着 现在 的 应 力 和 过 去 的 应 力 ,即使 是 应 力 一 应 
变 美 系 是非 线性 的 ,* 记 忆 国 数 ” 似 乎 仍然 是 线性 的 ;因此 ,采用 淮 
线性 炸弹 性 这 个 词 来 败 达 (Fung,1971)，。 

作为 一 个 例子 ,我 们 来 研究 动物 的 一 种 典型 缚 缔 组 织 ; 锡 肠 系 
HR iis 38 ARSE ETE fe Re FOR. VAR KE LA p, A 
有 理想 的 均 句 厚度 ( 约 86x109- vin); 由 于 其 中 的 小 应 管 站 二 锥 沪 
向 上 的 排列 对 于 观察 和 实验 均 十 分 理想 , 故 生 理学 家 乐于 采用 它 
作 标 本 。， 为 得 到 其 总 的 力学 性 质 ,从 肠 系 驱 中 切 出 一 个 等 宽 的 从 
条 ,用 细 丝 将 其 两 端 撒 上 并 漫 和 到 盐 湾 中 在 室温 下 做 单 向 拉 伟 实 
Sy, ER pH 值 为 ?.4, 其 中 充 以 95 多 氮气 和 5 多 二 氧化 右 
AER SR. SA Be E a RAS ILL 

3 oh RH ee A eR Ba. SES 9. 8 所 示 的 对 于 每 
— BEE SB BY RY 9 ABER, 注意 到 余 9.7 和 图 9. 8 BR ARE 
RHF AARNE RSaR ABM AMARA RAW 
ER. 
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出 于 组 织 的 应 力 一 应 变 环 是 可 重复 的 ,我 们 可 对 该 组 织 分别 
ERLA MRA eee RAIRA A CA 性 材料 SERET 
为 另 一 种 弹性 材料 , 即 考虑 为 两 种 拟 弹 性 材料 。 


8 T-46 Robbit mesentery H. 
Lo=0 864, Lpp 2-77 eM 高 
6 HER: 


商 : t0 508 cmimin 
fe: O05008 cmimin 


H/9.8x10 'N 


O ġO5 o10 O15 O20 O25 O30 
i F /em 


图 9.8 MRRP FiS EA AR are h s 
高 应 变 率 是 低 应 变 率 的 10 i. POR R A RODE Æe. HA Y.C Pung, 
“Elasticity of soft Tissues in Simple Elongation. "American J. of Physiology 21306); 
1532-1544,1957 
TERA 9.8 eT eT ee oe 标 有 “高 ”的 曲线 
的 应 变 率 较 标 有 “ 低 ” 约 快 10 BPR PSEA Tap P E 
率 。 图 中 横 座 标 是 试 样 欠 一 随机 长 度 开 始 的 伸 长 被 。 这 样 做 的 愿 
因 在 于 假如 将 伸 长 产 的 起 始点 当 敌 零 应 力 状 态 , 那 么 起 始点 将 大 
大 向 左 移 动 而 尺度 将 会 太 小 .对 于 该 试 翌 ， 其 零 应 方 状态 的 长 度 为 
0. 865cm, 生理 状态 长 度 为 2.77cm, 初 始 横 切面 积 为 1.92X10 一 
在 处 理 实验 数据 以 得 到 应 力 一 应 变 关系 时 ,我 们 将 采用 拉 格 
BAA (Lagrangian PEAH T (H HEURE RE THH HI t 
RRT EDA e AEE EER 以 零 应 力 状 态 下 的 长 
度 ), 当 画 出 应 力 一 伸 长 曲线 的 斜率 dT/d4 对 并 的 曲线 时 ,其 应 力 
-- 应 变 关 系 最 显著 的 特征 就 被 揭示 出 来 了 . 图 9.3 给 出 了 这 样 一 
个 如 六 9.8 所 示 的 加 载 曲线 (在 0. 508cm/min 的 “高 "应变 率 下 所 
得 到 的 滞后 环 的 上 部 此 钱 ) 的 斜率 图 。 作 为 第 一 次 近似 ,我 们 可 以 
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T 


将 实验 数据 拟 合 六 一 和 荣 直 线 ， 
E > aT + 8) FALA), (9. 4-1) 


BH e Al PRR. A Ee BES] A Ay A a ERRE CE ff is HR 
的 情形 下 大 约 汐 3.2)， 


5 
100 
4 
BO 
3 
_ 60 
` a ot 
E a 
里 1 
z x =36.5P(t-O0377P) 15 号 
= 40 ar 
T gT -4 oS 
x ZE = (2AT N-T29 104 T) 
= {TF nm. 1Pa 
al 1 
BI 20 
9 5 a & 5 © 
ae fat /9.8>¢10 *N 
z 200 400 


PEAR 7/0. 1Pa 
图 9.9 免 昭 系 膜 的 正切 弹性 模 量 与 基于 试 样 鹤 应 力 状态 下 的 横 切 面 
AHERN T ee 


EE u RE TR ER PRP. TE A P o 
= 0, A0 5em, Anr= 1. 94x107 fem" Apa = 21 


对 方程 (9. 4-1 EHTS AATE Ama 时 ,应 力 等 
于 工 " 的 条 件 , 可 得 到 


T 十 p= CT 十 jer (9, 4-2) 
我 们 还 发 现 其 它 几 种 类 型 的 软组织 ,如 皮肤 .肌肉 、 输 尿 管 及 
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HEAR RETR. AU. BRERA MAREE we 
FAF EA. EE SR i Ae ee 2 
实验 给 出 这 样 一 个 经 验 :应 变 率 在 10! 到 10° 个 量 级 内 变化 时 ,在 
生理 范围 内 应力 相对 于 加 载 曲 线 的 应 变 的 变化 不 会 超过 一 个 2 或 
3 的 因子 。 因此 ,粗略 地 说 ;生物 组 织 对 应 变 率 是 不 敏感 的 。 然 而 ， 
应 变 率 影响 某 种 活体 组 织 应 力 一 应 变 曲线 的 精细 方式 是 难 义 说 清 
PEAY ATE Sy BY BE SF OC Es EOP OB EE E 
HE Te H a ah EB tb rit, Ct te FB SRY A R) aE 
是 ,整体 不 敏感 性 是 一 种 合理 的 描述 。 


9.5 橡胶 和 生物 组 织 的 非 线性 应 力 一 应 变 关 系 


定 前 一 节 , 我 们 考 老 了 若干 软组织 的 单 向 应 力 一 应 变 关系 .对 
于 三 维 结构 的 器 官 ,我 们 自然 需要 三 维 的 应 力 一 应 变 定 律 。 对 于 生 
物 组 织 ,不 能 确定 普通 的 本 先 方 程 。 但 是 ,如 果 存 在 一 个 拟 弹 性 应 
恋 能 函数 ,那么 应 力 一 应 变 关 系 就 可 以 通过 微分 求 导 的 方式 得 出 。 
FU) SHH HE hi? AB RE be Be A poW , 它 是 格林 (Green) 应 变 分 量 En BY om 
数 , 并 且 相 对 EAE, ERAS ot AR peW 的 偏 导数 , 即 可 得 到 
相应 的 克 琪 瞪 夫 (Kirehhefft) 应 力 分 量 Sae W 定义 在 材料 的 单位 
质量 之 上 ,eo 是 材料 在 初始 状态 下 的 密度 ;因此 ,PoW BES 
状态 下 材料 单位 体积 的 应 变 能 。 于 基 ， 


S, 一 二 Ci j = 1,253) (9. 5-1) 


[参见 Fung (1965.8 16. 7 节 ) 的 详细 理论 分 析 j, 假如 材料 基 不 可 
压缩 的 ,那么 它 将 承担 一 个 不 依赖 于 物体 变形 的 压力 的 作用 .在 屠 
种 情形 下 ,压力 项 将 增加 在 方程 (9. 5-1) 的 右边 。 压 力 值 将 随 空间 
点 而 变化 ,并 且 只 有 当 运 动 方程 .连续 方程 和 边界 条 件 均 满足 时 才 
BE We FE AE., 不 可 压缩 流体 的 压力 是 由 边界 条 件 和 证 到 全 和 
来 确定 的 。 

某 种 对 料 可 由 其 特定 的 poW 来 确定 。 oW 的 确定 可 由 理论 分 
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Prt Bh. flan . Repke Se BR CGreen and Adkins, 1960) 4753 J 
所 有 形式 晶体 的 对 称 性 ,并 确定 了 假如 它们 的 pW 是 应 变 分 量 的 
老 项 式 函 数 , 那 么 每 一 种 晶体 应 该 具备 郧 些 项 .所 得 到 的 一 个 结论 
E: BRUE EEA M EEA, A onW 一 定 是 应 变 不 变量 hol 
‘参见 第 5.7 节 ) 的 函数 : 即 ， 
OW dadag da) (9. 5-2) 
EH RL EA AY A BY I =l OE RT FF ee 
PENS st . 
aW =C — 334+ C,U, — 3}, (9, 5-33) 
APC, AC, 是 常数 ,被 证 明 在 研究 橡胶 大 变形 时 是 有 价值 的 。 
强大 炙 玫 生物 组 织 ( 合 如 ,皮肤 .肌肉 ,血管 壁 ) 是 韭 各 向 同性 
时 。 某 些 ( 例 如 肺 组 织 ) 是 可 压缩 的 . 恕 象 方程 (9. 5-3) 的 应 变 能 线 
性 形式 不 能 适用 于 生物 组 织 的 实验 数据 。 
根据 已 知 的 实验 数据 ,人 们 已 提出 几 个 关于 血管 壁 的 应 变 能 
画 数 .如 果 招 血管 豆 处 理 成 一 种 无 招 转 的 弹性 壳 体 ,那么 仅仅 只 有 
局 癌 和 轴 商 的 此 力 和 应 变 是 有 意义 的 .因此 ,血管 整 可 以 处 理 成 二 
HEETE, 而 应 变 能 仅 仪 是 周 间 应 变 A BR PS EA A F 
和 本 四 刚 夫 (Patel and Waishnav,1972) 采 用 了 Ee, E. b] EmA HE 
表示 poW 。 哈 雅 西 (Hagashi,et ai ,1972) 等 采用 丁 对 数 函 数 。 冶 
(Fung,1973) 采 用 了 指数 函数 。 汉 等 人 (Fung, et 21.1979 MBH 
式 应 变 能 肖 数 和 指数 应 变 能 次 数 进 行 了 详细 比较 ,在 生理 范围 内 ， 
已 经 证 实 如 下 形式 的 许 变 能 函数 使 用 得 很 好 ， 


Pal? = 5 EXPO) £9. 5-4) 


其 中 
Q = a bg + ti + a, Epb (9. 5-5) 
RE cana Ma, 为 常数 ,在 方程 (9. 5-4) 中 物质 常数 的 数目 为 四 
个 。 在 三 阶 多 项 式 中 物质 常数 的 最 小 数目 为 七 个 。 
对 皮肤 .肌肉 、 荐 带 等 钓 古 究 表 明 上 述 指 数 形 式 合用 得 补 当 
好 。 在 等 应 力 状 态 附 近 , 人们 发 现实 验 数 据 可 使 之 与 一 线性 应 力 
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应 变 定 律 或 二 阶 多 项 式 应 变 能 函数 相符 合 .因此 ,在 从 零 应 力 状 
态 到 生理 值 的 应 变 范围 内 ,如 下 形式 的 应 变 能 函数 具有 和 较 高 的 精 
确 度 ， 


pW? = P+ SexpQ (9. 5-6) 


其 中 
P = b Eh bk, + bEwk., (9. 5-7) 
这 里 Q 与 方程 69. 5-5) 相 同 bb 和 25s 是 补充 常数 。 


9.6 ge PE RESHAPE 


BHT JE. Fa AE BE ETRE RAT 
把 这 些 特 征 统 称 为 粘 弹 性 符 征 。 

力学 模型 经 常用 来 讨论 物质 的 粘 弹性 特性 .图 9. 10 表示 了 物 
质 性 能 的 三 种 力学 模型 , 即 考 克 斯 韦 尔 (Maxwell) 模 型 . 代 克 赂 
(Voigt) 模 型 和 “标准 线性 ”模型 ,所 有 这 些 模 型 都 是 由 弹性 系 郊 为 
4 的 线性 弹簧 却 粘 性 系数 为 7 的 阻尼 器 组 成 。 假 定 线 性 弹 咎 能 立 
即 产生 与 载荷 成 正比 的 变形 ;阻尼 器 在 任 一 阴间 能 产生 与 载荷 成 
TEM ARE. RF 和 如 载 点 处 的 位 移 w CARA, 


F x ° 
“Y x Ae 


fay (b> 
图 9.10 线性 粘 弹性 模型 
ca) 雪 克 斯 卡尔 固体 ;5) 优 克 脱 固体 ; (2) 标准 织 性 固体 
ca ee eee : 


__ F E _ Fo) a 
TRE LR ，; 
F = pu t qu, «=, . (9. 6-2) 
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F 十 Fr 下 一 Eglu + ru), ECO) = Epre l0), (9. 6-3) 
其 中 ,rr BM. E BE Ey ARRITE E A 
如 果 当 tt) 是 单位 阶 暑 函数 Tey. FEAT AT FELS., 6-1 Bl 
(5. 6-3) 解 出 x(n2 SRA eRe SRE HOW RRA 
一 个 数值 为 ] BAL Se dS, aS A Re 
是 ， l 


A p NR 
cH =! 2 了 Sto C9, 6-2) 
AK oe AE HS : 
ct) = A L- en Ce) (9. 6-5) 
标准 线性 槛 型 
1 T ' T; i ‘or ] : = 
ci) = Ei! 一 | 一 7 Je JLE (9. 6-6> 


Bich Ee (ir Bp Be TOORE A 
i) 4r>OonR, 


Wait we 二 0 时 ， (9. 6-7) 


| 0 4z 0ff. 
BB AK RI ee a RB RT BR RA BA 
Ae We AG AR DE 14S. PEA M R oH ta PS W E g 1 E 
SP ATK RR ERE. PRR RE 
ARR VE ht EH A SY BY 2G HE A Lh ER A GE A 。 

AS FA ee HITE A. FEITSE BA PR. EA HES utr) 
=] FER AOE BY FG) AG), PSR AGO AT Sl — Tt 
TE t=O 时 从 零 变 到 1 并 在 以 后 保持 为 1 的 伸 长 所 必须 万 如 的 力 ， 
方程 (9. 6-1 BCS. 6-3) 的 松 驰 函数 分 别 是 ， 
az oe MT ON EHE: 

lg) = we ANI (9. 6-83 
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fA Fa Hk A : 
Att) = 902) + 21) (9. 6-9) 
标准 线性 同性 : 
re 


kE) = Ee 1 一 [1 = iem] 96-10 


时 问 
(a) (h) te) 


9.11 
Ca) BE Be A AAR BP SE os CRE I SB CO PAE HE HE R 
K EMR BI bP 
在 此 我 们 采用 符号 OO) RR as FAA UR HO  , BL ef Dirac- 
delta) aM, Ce RATES BO ot AE eB S, E, 
FC) = 0 (44210 Alt> Om) 


[_f@e@ =f) >o 


RP PORTE t= 0 SEE RY. BR cA A] 
表示 在 图 9. 11 和 图 9. 12 +4, 

MF ae We BA OR AA ,载荷 的 突然 作用 引起 弹 知 的 直接 售 长 ， 
GREER EB HRS. HA, PR | Rae ee 
力 , 随 后 ,按照 指数 规律 (9. 6-8) 使 应 力 松 驰 。 带 时 间 量 岗 的 因 于 
n/t PRA FAST TB); ETE TT A ERS 

MF. Hee PRES RB BRK AAS 
弹 先 并联 的 蛆 尼 履 不 会 立即 运动 。 而 从 方程 (9. 6-5) 和 图 9. 11) 
中 可 以 见 到 ,变形 是 逐渐 增加 的 ,与 此 同时 弹 篱 则 分 担 了 越 来 越 大 
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C9. 6-11) 


Ay et fo, PAE eed APO. Wah ea 7 TAP aT 
ly) ERR TR ES ee 

Fe (tL a EEO) AF ep ESE E BY Be. 是 在 伸 长 为 常 值 的 
情况 下 载荷 松 驰 的 时 间 [ 见 方程 (65. 6-100 1, mi A Re r ETE a ON 
常 值 的 情况 下 的 松弛 时 间 [ 见 方程 (9.6-6)j ,当心 时 ,阻尼 器 完 
全 松 驰 ,和 福 载 荷 -- 伸 长 关系 就 成 为 由 方程 69, 6-6 A C9, 6-10) 中 常 
PUE: 所 表征 的 弹 管 的 载 奉 一 伸 长 关系 。 因 此 姜 。 称 为 松 驰 弹性 模 
E. 


TS 一 fa 
R 
ty 
+ 
hag 
bo mE 
ta) fo} ig) 
图 59,1: 


Cer) AE ee Br E 2s TR KS tg CTR ee BT a eS to Bs Cc EEE TR tr H a Er 
oT AS RAE A 8 FE -E FERE EY A TE E Rp — 
HE HET HAO. 6-1) 所 表征 的 模型 。 克 尔 苏 (Kelvin}) 曾 指 
出 ;如 果 要 解释 各 种 物质 受 循环 载荷 时 的 能 其 耗 获 率 , 帮 克 斯 书 尔 
种 伏 克 脱 模 型 就 不 适用 了 了。 克 尔 芬 模型 通常 称 为 坏 准 线性 模型 。 
把 越 来 越 多 的 元 住 加 型 克 尔 共和 檬 型 上 可 以 构成 更 一 般 的 榄 
型 、 这 就 等 价 于 我 们 可 以 把 越 来 感 多 的 指数 项 加 到 蜂 变 函数 或 松 
at ee AY 
HF RA S (Boltymann, 1844-1906) AEE AS HARE A 
BRIE T Re AHIR TERETE F GR TT EY RAE AR i 
BiT BOA ARF OO dE Ae), HEBER ARENA toe 
Dee EA Slee. MR Re PERE AT BRA Ec RY 
212 


的 一 个 短暂 各 陋 dr 内 BR A BA Cd Fh /de ddr it Te A HEE 
杆 上 ,并 使 RIB eI — TR ee) CA < 
有 关 ,c (REFS Peer. A RMS 

dude) = et — T) FO ae (9. 6-12) 


HUIS SIFI DER A hé AT Be. RTO RO KS 
所 有 过 程 累 加 起 来 ,我 们 得 到 


aC) = | cc — T} Oar, C9. 6-13) 
2h F 和 ;可 以 得 到 一 个 类 似 的 结果 
F(t) = fke -=o LALIE (9. 6-14) 


这 些 定 律 是 线性 的 ,因为 载 
荷 如 倍 , 伟 长 加 倍 , 反 之 亦 7 了 2 oa 
ee. pet ceo &£G—7) z a aa 
分 别 为 铺 变 函数 和 松弛 函 此 
EY Hy Fo 3 F4 
EA eee ee alii 
Hie AR AAT TE 2S 35 98 ZE BE 图 9.13 Feo ay ais 
IRE SARA EA. 我们 可 
ERER a AE ek, 
ka) = Steer (9. 6-15) 
它 是 方程 69. 6-10) AGES. SRR ESAR E aE 
Z y 有 关 的 振幅 ao RIBS — AARC EE RS 9. 13 所 


示 。 因 此 ,ago) 称 为 松 驰 函数 谱 。 如 方程 (49. 6-8) 《9. 6-107 所 
示 的 例子 是 离散 谱 。 在 下 一 节 将 给 出 连续 谱 的 一 般 形 式 。 


9.7 生物 组 织 的 准 线性 粘 弹性 


我 们 来 阐明 第 9. 4 节 中 提 及 的 生物 软组织 的 粘 弹 性 特征 。 把 
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At BZA EAP. 9. 14 SH ZEA Ee PR e h a n 
KAMARA. BPE PS PSI. 
JERR EE EP. MERA 360 RI ba ae aT 
SEMA ERA a i. AS A EOOH W n E 
Br CA ne ER FPS AR. EE REP. BL a Ey a AY (Be Be 
Jw ESE AAR KARR. tC i YE 2 SR SSS TOL. X 
A ALA OL ARE . 2 Do ie. SK BAK OD RR SL BZ 
FER WURR. SETET HE. a A FE h ME SR as SA PF 
fk. AAR M dE. TE aE Ay 1000 FY. FER CR 
载 ) 过 程 中 给 定 应 变 下 的 应 旋 变 北 不 会 超过 一 个 2 的 因子 ， 
80 7 @ 18 A=d, 27 
+ 60s H=4G 32 


E 
a 2205 H=0. 36 , 
60 | . soos 月 一 0 28 of: 
a: 
1 6500s H=0. 35 ` 


Op I0 Hl l2 14 t6 
EE hilat 


E 9.14 查 周 期 性 二 维 加 载 作 用 下 肺 组 织 
应 力 - 应 变 关 花 的 一 组 记录 图 

图 中 给 出 加 载 相 (为 清楚 起 见 图 中 未 给 出 印 载 相 ?- 帆 组 织 的 粘 强 性 通过 诬 恋 率 对 
座 几 -< 庶 恋 关 系 的 影响 而 被 揭 示 出 洲 。 这 息 曲 线材 盖 了 应 变 率 变化 在 350 悦 以 上 的 范 
FA. 可见 应 力 -应 侄 关系 不 受 应 全 率 很 大 的 影响 , — GP EY ed E 
所 做 的 功 称 为 滞后 率 , 用 所 表示 。 RE RR EEE. 滞后 
Fe A PACE Sl AT. BY A A RA RO. RRL L. Vawter, Y.C. Fung, and J. B. 
West, “Elasticity of Excised Dog Lung Parachyma”.Journal of Applied Physiology. 45 
C2), 261-269 ,1978 


214 


图 9.14 给 出 了 两 个 在 第 9.5 PCR PRR 
的 特征 ;应力 -应 变 关系 的 非 线 性 和 物质 对 应 变 率 的 不 繁 感 性 。 前 
者 可 通过 加 入 非 线 性 弹 赞 加 以 修正 .后 者 可 通过 参考 图 9.15 而 说 


tad th) (ey 
Lni . Lnf Lrf 
id) (ey if) 


图 9. 15 

第 一 排 给 出 了 tC 几 ) 个 标准 车 弹 性 模型 ,第 三 排 给 出 了 生物 软组织 的 粘 弹 性 歼 学 模 
型 。 图 中 第 二 排 的 Cy 区 、te} 区 和 < 让 区 分 别 给 出 了 麦克 斯 韦 尔 模型 co}》、 忧 克 脱 模型 
(ORF ROM MED Sa SA. PRR H h 
TRA =O AH PREF RAL REBAR AM ARO MRRR, 
E oy ee) 0b Pe a A A eS. a a a Cg 
克 尔 芬 模型 的 香 台 进行 了 模 扫 ,每 一 个 克 尔 蕉 模型 给 出 一 个 小 的 锥 形 昌 线 ; 其 总 和 在 
一 个 广 泛 的 频率 范围 肉 旦 平坦 的 ,如 图 (7y 示 
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IEA, GRRE WT (a) SRT RRA Ch) (AE , 
CORRS RELOACE TH ae RE ALACOBICA pA Bip 
ee A eae ER RR i Oa 随 着 频 
Pe AS He He R A Ay RS HE, Be BAe AE Re. OR 
We, be ASE AY 95 ES E GS eB E TO ee BR 
fet. EARP et PO AT RR eR. BO 
HAA AEE., ER Ra Ee y e R GPa AE 
曲线 。 

i AF RR AAR) 9. is Cee. CRA KBR 
S54 2H aR , BORE AE ASE] RS — TRS 8 ee 
a Pe ERA ik FB RE 9. 15(4} 的 底部 。 这 些 脉 动 曲线 
的 总 和 是 一 个 在 较 广 泛 闫 率 范 围 平坦 的 连续 曲线 。 

为 了 把 观察 结果 写成 数学 形式 ,我 们 引入 了 一 个 弹性 应力 
TOGE), CERE ECE MFM RS Bee. Ran 
某 种 材料 在 时 间 +==0 CA BTS SRF SE ARS. 然后 突然 受到 应 变 
E 的 作用 并 在 该 值 保 桂 恒 定 不 变 , 则 所 响应 的 应 力 将 是 时 人 间 以 及 
和 

TO) = 1, (9. 7-1) 
其 中 CORREA A I PDK AL HSNO HE 然后 我 
们 假定 ;对 应 变 分 基 3E,, 无 限 小 变化 的 应 力 蚁 应 登 加 在 处 于 时 间 
WR r EE E FERREE. SE >r RA 
ze Oleh O, (9. 7-2) 
最 后 RNR eM HARA 


ay ITRE] Ey 
Ti) = | Gl — 2) SE 


即时 世上 的 应 力 是 过 去 所 有 变化 所 贡献 的 总 和 ,每 一 变化 均 由 相 
同 的 归 一 化 松弛 函数 所 控制 。 尽管 Ze(CB) 可 以 是 应 变 的 非 线性 函 
数 ,但 松弛 过 程 是 线性 的 .因此 ,该 理论 称 为 准 线性 粘 弹 性 理论 , 方 
程 (9. 7-3) 的 积分 下 限 写作 一 cc , 即 意 味 着 时 间 的 始点 。 
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me ay a C9. 7-3) 


— HE Oe OR SF RA BY JS — es th ER N 
Gu) = ht Se] (9, 7-4) 


这 里 S 和 g ERR oR TS POE SF A BR BY a 
如 下 形式 的 归 一 化 松 驰 函数 


Ga) = [1 十 | Sedal 十 | sca (9. 7-5) 


5 (9) 称 为 挫 驰 谱 ,1/9 为 频率 ， 已 经 证 明 , 一 个 具有 常数 eal M g 
HREH 
e 
Sig) =<¢ WF EISE h (9. 7-6) 
lo Fg aqe > gq: 
的 特定 松 驰 谱 适 用 于 对 皮肤 、 动 肪 ,输尿管 和 结肠 带 的 观察 数据 。 


9.8 非 牛顿 流体 


牛顿 粘性 定律 很 好 地 氏 述 了 水 的 特性 ,但 是 还 有 许多 其 他 流 
体 具有 不 同 的 特性 ,我 们 看 到 一 些 油 洒 广告 上 定 着 :“ 不 滴 下 (在 刷 
于 上 不 流动 ,容易 涂 开 ‘流动 阻力 很 小 ) ,不 留 下 刷子 的 痕迹 (流动 
使 得 表面 光滑 ) ,” 这 些 对 家 用 油 膝 所 期 求 的 特性 不 是 牛顿 性 的 。 多 
数 的 油 泪 ,、 球 琅 质 和 清漆 是 非 牛 贺 列 的 ,多 数 高 分 子 溶 液 也 是 非 牛 
顿 型 的 。 

把 对 我 们 生命 十 分 重要 的 流体 一 血液 作为 例 于 来 说 明 这 个 题 . 
A. 血 湾 粘性 取决 于 应 变 率 。 图 9. 16 给 出 了 血液 粘性 系数 随 应 变 
mtn AB 4k, E SE h GR (Chien), $ BK (Usami), W HE + 
(Gregersen) 等 人 采用 Couette 式 粘 度 计 测 出 的 。 当 应 变 率 降低 到 
约 100s -以 下 时 ,粘性 系数 随 应 变 率 减 小 而 增加 。 在 应 变 率 很 低 
时 OR AA RO BE Ree. HEE R B E E 
将 在 下 一 节 中 讨论 。 
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用 号 口吃 


> 
= 


D = a o a 


粘度 /mPa :$s 


Dt - 
7 O01 0.1 1 16 100 


图 9.16 人 血 粘 性 系数 随 应 变 率 的 变化 
TRARRE, SER I a Ringer SEW, ER CGL RRR) 
3 dR 90%. W 据 5. Chien, S. Usami, H. M. Tagior, J. L. Lundberg, M. 1 
Gregersen, J. Appli. Physiol. 2161966), F. 81.,and M. L Gregersen. “Factors Regulat- 
ing Blood Viscosity; Relation to Problems of the Microtireylaton," Les Concepts de 


Clande Bernard sur le Milieu in terieur (Farns;Masson,1467) 
SEP DLR A) IR AE A A a. HAT 
还 远 未 被 琛 明 。 


9.9 RES PER BY 


HR MA AP ET RE Ee FE AY E E as ee Se ER BF OCE 

Di He Ue FATE SE SY AA TO. REE m, K EA 

WRU AEGIS — HL. SEL Bingham AE T MER” 

词 来 描述 流动 的 科学 (Greek Peos HAD HAAA SH T ATR 

为 粘 塑 性 一 类 物质 的 定律 , 酸 面 就 属于 该 类 物质 . 粘 塑 性 物质 常 称 
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为 宾 汉 姆 塑性 物质 。 

a Be He Ys J Ab FT 
止 状 态 时 ,能 承 爱 具有 
非 零 应 力 偏 量 的 压力 和 虱 
H. 会见 图 9.17。 首 先 来 
Oe eS fe Sa BY ol ay a 
te, CET F Ek EH 
H mi 一 ez 一 z 及 剪 应变 DEEH 
率 Ys 二 Vu 二 让; 应力 
张 量 和 应 变 率 张 量 的 所 图 59,17 粘 节 性 物质 的 流动 率 -应 力 关系 与 
有 其 他 分 基 均 为 零 。 只 秆 顿 流 体 的 流动 素 -应 力 关系 的 比较 
By AY r 的 绝对 值 小 
于 被 称 为 届 服 应 力 的 某 个 常数 五 ,物质 就 仍 为 刚性 的 ,因而 一 0， 
但 一 旦 Ir 超过 到 ,物质 就 发 生 流 动 ,流动 的 应 变 率 8 与 具有 相 
同 的 符 导 ,并 且 其 绝对 俯 正 比 于 |r| 一 到。 于 是 

Q 假如 |r} 之 天时， 
i=} 


n-e Eim iri > K 时， 


Eg 


其 中 +e 5A KE VE Ze BY BLA RA 
F=1-— a (9. 9-2) 


KURI, LEZAN SERA AL. TE, BB ey BY GRAS 
的 粘 剖 性 物质 被 宾 汉 姆 (1922)' 用 如 下 关系 来 定义 
O o mF <a 
He | eR FO. 
T ik T SE (Hohenemser) il #2 48 (Prager) 1932)" EW ws 
义 以 如 下 形式 推广 到 任意 的 应 力 状 态 
[0 inf <a, 
~ \ Pot, WF BO, 


(9, 9-1) 


(9. 9-39 


Bev y C9. 9-4) 


此 处 E 
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R=1— £ (9. 9-5) 
ds 

其 中 

r= RM., 

V,, 二 应 变 率 张 量 ( 参 见 第 6.1 节 )， 

,一 应 力 偏 量 张 量 二 0, ~Loudiys 

长 一 届 服 应 力 ， 

J, 一 应 力 届 量 的 二 阶 不 变量 

== Kon ~ 20)? +2403)? — Casan) Hot 
+33 t Ti a 

对 于 单身 前 切 ,方程 (9. 9-4) 和 (9. 9-5) 分 别 简 化 成 方程 <9. 9-3) 
(9, 9-2), @ 

根据 方程 (9. 9-4), TERE SEE i A F RK Be — i B 
Ya a EN] Gay. 4 RA T ee. 4 R 
Pa Se ERT REE ES, FO 的 应 力 状 态 形成 了 屈服 极限 。 
在 屈服 极 耻 处 粘 逆 性 流动 开始 或 终 目 ;到底 是 开始 或 签 止 ,取决 于 
通过 屈服 极限 的 方向 。 

可 以 对 宾 充 姆 方程 (9. 9-3) 作 进一步 推广 。 栅 如 ,可 以 引入 可 
压缩 性 ,或 提出 其 他 的 屈服 准则 以 替代 方程 (9. 9-5), 


9.10 藩 胶 一 胶体 转换 和 挠 溶性 


胶体 溶液 可 列 具 有 刚性 (受到 锣 应 力 而 不 流动 ), 称 为 凝 胶 : 或 
省 它 可 以 表现 为 没有 团 性 的 流体 , 称 为 溶胶 . 凝 腔 包 括 分 散 成 分 和 
分 散 介 质 , 两 者 连续 地 注 布 在 整个 系统 中 , 凝 腔 的 弹性 性 质 可 以 随 


(Tin ghem, E. C. Fiunbty aned DPiesueity, Mew York, MieGraw-l iili, 1922, p. 
2156 
十 Hfohenemser ,Kk. s and 有 有 
Kontinua”. Zettschrift f. angen Math u, Mech, 12:216-226,1932. 
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FLAS ap TE AL. BER RT Oe PP ee ae 
Ey SG 2 ok E es Re ET ER SI A 
次 原子 价 键 所 形成 , 它 使 各 部 分 的 聚合 物 链 或 亚 微观 结晶 区 各 结 
构 之 间 结 合 起 来 。 在 应 力作 用 下 ,每 一 个 结 点 都 是 一 个 松 驰 机 构 。 
所 有 这 些 松 驰 机 构 的 整体 统计 性 质 就 是 由 材料 的 烙 弹 性 来 描述 
的 。 

通过 改变 温度 ,搅拌 或 者 是 称 为 胶 溶 的 化 学 过 程 ,常常 能 把 凝 
胶 转 化 成 溶 腔 和 把 溶 腔 转化 成 疼 腕 。 如 果 能 用 机 械 振 动 的 方法 等 
Have SS My ot yy BE PS eh ,那么 根据 弗 罗 因 人 德 利克 (Fre- 
undlich) 的 说 法 ,此 种 物质 称 为 搅 溶性 物质 。 凝 胶 通 过 机 械 搅 拌 变 
成 溶胶 ,而 当 搅 拌 停 耻 时 溶胶 又 变 成 了 蜂胶 。 

搅 溶 性 物质 的 例子 有 油 菩 .印刷 油 基 、 氧 化 铁 溶 胶 DS Big E 
ATR RES. 撑 溶 性 物质 普通 存在 于 生物 界 中 。 变形 虫 肉 的 原 
生 质 也 许 就 是 最 熟知 的 例子 。 

胺 体 系统 是 否 具有 搅 深 性 与 离子 强度 的 微小 变化 有 关 。 有 关 
许多 有 趣 的 例子 ,可 参见 Scott-Blair, G. W., An Introduction to 
Biorheology, New York,Elsevier,1974, 
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9.1 TES EAL eRe PARRA IRSA. BRE ES 
力学 问题 的 安全 性 准则 。 为 此 研究 两 个 在 几何 与 结构 上 相同 但 材料 不 
问 的 飞机 。 为 使 间 是 简化 ,只 考虑 下 面 四 个 典型 参数 ,材料 窗 庚 .弹性 
RE 点 ,空气 密度 5、 飞机 飞行 速度 UU。 利 内 办 次 分 析 以 构成 相似 参数 。 
Boeke WU EM FRE. oe Oe OMB SRS 
的 。 TERA PSF Ra 


uv -JEN E. 
WEU RREA KITE R 9 ROC BI EB A EE 
公式 把 U 和 音 加 YE/ot 杆 中 的 级 流速 度 ) 联 系 了 起 来 。 
9.2 徊 误 中 的 音速 是 比较 飞机 结构 刚性 的 重要 相向 参数。 如 果 你 是 选择 结 
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we AA KELIR ITU. AA) RSE ey HS PF Pe YB Ba A 、 
BBS. RAS. RM FRR. RRA aA 
Rae CAR Re BERR RAR 
REAR ELAR AR AR OT AE Ae, E 9 Td 2 dE 
WAS AD RA PSHE IB? 从 这 个 观点 看 什么 材料 最 好 ?了 

9.3 如 果 你 研究 在 风 中 有 引起 摆动 艺 险 的 惑 索 桥 , 证 邮 可 得 出 与 题 9.1 而 

， 同 的 半 论 ，( 原 来 架设 在 华盛顿 普 吉 湾 (Puget Sound) Fay is S35 Fe H 

(Tacoma Narrows Bridge) UR Æ GUO tA. F 1940 # 11 月 ?日 芷 
42mile/h(i8, 7m/ss ay RR. ATR SRA, 那天 早晨 
桥 的 振动 频率 突然 由 37 ji] /min 变 为 14 局 /min: 这 可 能 是 由 小 和 的 加 强 
连接 杆 忻 的 破坏 所 引起 的 ,运动 以 招 转 模 态 的 形式 迅 狂 地 增长 ,并 在 半 
小 时 后 性 生 了 破坏 。 如 果 不 是 由 于 空气 动力 诱发 了 振动 ( 赢 振 ; 这 个 桥 
至 少 应 该 绎 受 住 100mile/hid4. 7m/s 89 Fa BUR 

%4 用 Couelte M Mit (P3. 22 E, P86) 所 测 得 的 血液 粘性 实验 数据 (图 
9. 16 By a5 Ay HRA Casson 方程 


Yt = ft, HEN Y 
来 表示 ,其 中 + 是 前 应 力 ,z, ROTH RMR YE 


应 变 率 (s-')。 试 把 这 个 结果 推广 到 血 洲 的 本 构 方程 中 ,从 因 次 分 析 和 
张 量 分 析 的 角度 来 看 ,所 得 出 的 不 构 方 程 都 是 正确 的 。 


H P9.5 锥 板式 粘度 计 
9.5 将 血液 置 于 能 板式 粘度 计 ( 图 Po. SMe See el. BERL ee Gh n SE 
的 将 速度 旋转 ,而 板 刚 保 持 静 止 。 推 导 作 用 在 能 体 上 的 力 移 了 .角速度 
eo PE REAPS. ARPS MEM BRS r He SARK 
RB. EA PS SRP RRSK TH. RRL OMB. 讨论 当 
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16 


11 


,12 


:13 


9 较 太 时 将 产生 何 种 复杂 性 ?为 什么 ? 
假定 在 受到 更 水 压 为 时 不 发 生体 积 脱 帐 证明; 服从 虎 克 定律 的 任何 各 
回 同 性 弹性 体 的 泊 检 出 "的 最 大 值 为 172。 
Hii teRitehe LH RRt. PHA. PSM Te 
RAGA SRR EAS RY EARRA AY ae 36 根 面积 为 1 
平方 英寸 的 钢 棒 。 柱 受到 垂直 载荷 , 它 的 合力 洪 柱 的 轴 线 方 癌 , RAE 
氏 模 量 与 混凝土 的 弹性 模 量 之 比 为 15。 温 凝 土 的 泊 松 比 为 冰 4, 钢 为 
0. 25 . 斌 确定 在 离 柱 的 端 部 某 一 距离 处 的 横 切 面 上 .由 钢 所 传递 的 载荷 
AY Gt i 
BE Ft VA Se Fe BS PRR OE HE ES. 6-1 ATR A Ea RL 
fO— PEA A Fassin MER HE. ER ERS HE u 
Fe ee 
答案 
“ws A [sinar — a) + sina], 
式 中 
a [E E T weg, 

RfE MEPA 10cm’ /s 的 流速 由 直径 为 lem 的 长 管 流下 。 可 以 看 到 
流 线 如 图 PS. 9 BR. ERAS TER EN EGER 
张 。 咎 顿 流 体会 这 样 吗 ? 请 提出 用 哪 一 种 应 方 一 应 变 关 系 ? [参见 A.S. 
Lodge » Elastic Liquids, New York; Academic Press(1964).P. 242], 

z AMS — @ A EL AEF RT. 

J TE BR PP SPE La E AT E 

$e Hy Ee — i Se 

(ER A. S. Lodge, ibid. P. 232), 

取出 一 支 粉笔 并 把 它 扭 断 ,描述 浙 口 表 


面 并 推断 有 关 粉 笔 强度 的 准则 。 | | 
此 外 用 守则 来 歌 坏 粉笔 ,并 讨论 断 FPS. 9 流出 喷 口 的 非 
型 机 建 。 牛顿 流体 


取 一 段 尼龙 线 , 将 其 拉 疡 ,讨论 尼龙 线 的 断 玖 机 人 理 , 并 与 9 11 题 中 的 
粉笔 相 比 较 ， 
KR-PARRRIPRR UK. HEKRA AREF Mee 
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A BEE AB HE AUBR , Fa Sie BS RR SF AA A A Et FL ERS 


BEL. PRA ee BB RARI A Ee PR A ek SP 


9.15 


22t 


Vs lee EHHE EH ANE BARS AER REN 
J ot HE Be AE FR «eR AP Pa aE 
HE APR ABE HRE DAENNA TAE, SHRM Ae 
Fea SIN E i EL. Eph. eS ECE TOE RR st 
a FEO RARE RRR AS, 
AMBRE SI? HHE HA , AGW oc. oh b RHR 
OF ie 2k ee tay SE. EE oP ES ee — e A. SE 
APRA. BDA Sa sae, SP EAE BS te RR BIRR 
HA £ ME, THER AR ER. RSM 
FRSA RBH. COSA AMM SAAR». 的 作用 
Ay, SHEE ERR ARH? GQISEAT Se WYRE y 
HAERA TEET. WERA TEA EM RPA. Ce) 
ASABE. ah Ey LR oe Ey BT AS oe i, CPO Pe a Re 
(HEAD. HEREN- TT I A ARR RPA NH ESS 
ay? 

AWAK A A SR + A Lyman Briggs. J. 
Chem. Physics 19(1951) ,.p. 9702 AS —# 2-6 EHE. RO. 
E -EHAR ZO E E Z- PRE. WEIER] 
曲面 位 于 2Z- 形 管 向 后 音 的 短 蔷 管内 。 旋 转速 度 巡 新 加 大 直至 毛细 管 
PY ASF a EROE. AE OLN BP a FO a a A A 
TE SPER SS OB ERT, -ERES SARR EBRE 
稳定 性 。 检验 这 个 稳定 性 问题 ,并 且 查 出 这 个 实验 的 理论 基础 。 


10 场 方程 的 推导 


在 前 述 各 童 中 ,已 分 析 了 变形 (应 变 ) 和 流动 (应 变 率 ) 以 及 它 
们 与 物体 (连续 介质 ) 内 部 省 部 分 间 相 互 作用 力 (应力) 的 关系 。 本 
章 将 用 这 些 知 识 来 导出 描述 连续 介质 在 特定 边界 条 件 下 的 运动 微 
分 方程 组 ,这 些 公式 都 遵守 牛 巾 运 动 定律 ,质量 守恒 原理 和 热力 学 
定律 。 本 章 将 把 这 些 定律 处 理 成 适合 于 连续 介质 的 形式 。 

人 大 们 可 能 会 奇怪 :为 什么 还 要 进一步 推荐 这 些 众 所 局 知 的 定 
律 .下面 的 例子 可 以 回答 这 个 问题 。 可 果 只 处 理 单一 质点 ,质量 守 
恒 原 理 仅 是 叙述 为 “质点 的 质量 为 一 常数 " .然而 如 果 存 大 量 质点 ， 
壁 如 对 一 灯 云 彩 中 的 水 泣 , 就 机 另 作 考 虚 了 .描述 云 就 不 能 再 把 云 
看 成 是 一 些 单个 的 质点 ,最 好 的 方法 是 研究 它 的 速度 场 、. 密 度 分 
布 .温度 分 布 等 本章 中 所 注重 的 正 是 这 种 情况 下 经 典 守 恒定 律 的 
描述 。 

处 理 方 潜 基于: 这些 守 恒定 津 必 须 能 适用 于 以 任 间 闭合 曲面 
为 边界 的 封闭 系统 的 情况 。 在 该 方法 中 会 看 到 一 些 量 很 肯 然 地 放 
和 面积 分 内 , 另 一 些 量 则 放 和 体积 分 内 。 从 面积 分 变换 成 体积 分 或 
其 闭 变 换 会 经 常用 到 ,这样 的 变换 包含 在 高 斯 定理 内 。 因 而 高 斯 定 
理 将 作为 本 章 的 数学 起 总 。 


10.1 高 斯 定理 


本 节 以 推导 高 斯 定理 开始 .考虑 一 以 3 BABA NORM, 
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S 面 为 有 限 个 部 分 组 成 ， x 
每 部 分 的 外 法 线形 成 一 连 
续 的 向 草场 (如 区 10. 1 所 
wR), ORES RR ep AE MI 
FARR. PAY AC sree, E 
SEVER V AAS AL. TR 
函数 4 在 7 内 连续 可 微 ， 
讨论 体积 分 x 


if, Sida dz dr. 
oh TR be SY PA RT x 
的 偏 导 数 ， 

ip © Bet zi 积分 ,可 得 


中 sy dandzdz， 一 ff a — At‘ )dzdz; (10. 1-1) 


AFPA 和 如 分 别 为 与 a ARH LEE S ELE E 
的 值 。 方 程 410.1-12 右 出 的 面积 分 可 以 写 得 更 简 儿 一 些 , 工 段 两 端 
的 面积 分 别 为 d45" A dS ** oE Eaa Bb He 4 g E 
十 dzxzdz M—drda,, IR v= Ca onan) Æ S MINARA M. 
由 图 10. 1 Pram. R A n costear O IEE Th h" “= 二 cos Cw， 
v` “ ?为 负 值 ,很 容易 看 出 , 右 端 dzrsdzi 一 说 ds + Ze din —darday 
=y "ds""。 方 程 (10.1-1) 的 面积 分 可 写成 


iJ (A*dz.dz, — Aș * “dr,dr,) 
a 


eee er 


图 10.1 高 斯 定理 推导 的 积分 路 径 示 碍 图 


= |f cands: 十 Arn dS) (10. 1-2) 


APRRH SESAME AD ERRRERRD PRBS 
PPR BY A Ay, 的 适当 值 。 RAE CO. 1-1) AA Sa FY] A 5S A 


| Ands ,如 把 左 端的 体积 分 写成 | | Eav , 则 有 


, Aay = an (10. 1-3) 
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式 中 dy 和 as 和 分别 代表 站 和 3 的 元 素 。 类 位 的 论证 适用 于 54 
jar: 或 64/3x; 的 体积 分 。 因 此 ,可 得 高 斯 定理 


DA ,.. 
24 ay BN | AvaS, G = 1,2,3) (10, 1-4) 
Y OF, 5 


该 公 臣 通用 于 任何 一 个 号 的 正则 区 域 或 能 分 解 为 有 限 个 古 正 
则 区 域 的 任意 区 域 ， 

现在 考虑 一 张 基 场 A jke a HERALA S 面 的 区 域 V 在 jie 
的 定义 域内 。 又 设 每 一 个 4 的 分 量 都 在 区 域 V 内 连续 可 微 . We 
方程 (10. 1-4) 可 适用 于 此 张 基 的 每 一 个 分 基 ,从 而 可 得 具有 普遍 
性 的 结论 


| 2 An dV = | yA dS (16. 1-5) 
vy OAS, i 


这 是 应 用 数学 中 最 有 用 的 定理 之 一 。 

拉 格 朗 日 (1762) ,高 斯 (1813) ,格林 (1828)7 和 奥 斯 道 格拉 德 斯 
基 (1831) 都 曾 用 不 同形 式 得 出 这 个 定理 。 在 美国 最 常见 的 叫 法 是 
格林 定理 或 高 斯 定理 。 

例 1 设 忆 表示 一 向 量 , 按 {10.1-5) 式 , 令 A 二 vv 为 S$ 而 上 
的 法 向 量 


| Seay 一 | wudS (10. 1-6) 
y OAL, 5 


如 果 将 坐标 222.0; BE rsy HSE wpayzs GH avs wi Ft 
把 5 i BOSE RTF Ie) ARK Vy Ve sha BHA bmn Ii 
oe on ow 
Het ar 十 By 十 Be |drdydz = fj Cu + Et 十 nw os 
C16. 1-7) 
另 一 个 常 更 的 表示 为 用 ”表示 向 量 , 用 *y 表示 向 量 的 数量 积 - 
Vidi FEM 


oe | Ou | Ow . f 
divy = 3z T ay | Be t10. 1-8) 
则 (10. -DARA 
| divede = | yerds (19. 1-9) 
rr 3 
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FFE C10. 1-69.010.1-79,00.1-DERBMERRHDLAEX. 
fAl2 MRA RABH 6 WAR. 1-3) 通 常 写 为 向 量 形 


式 
[gradsav — f vas 
W3 S en AAEE . M 
[esses dV = en | te, dV = ea nv dS = [esds 
Bp 


leurtud = | x uds 


10.2 连续 介质 运动 的 物质 描述 


选择 一 固定 参考 系 口 一 zizazra。 设 在 时 间 : 一 ba 时 某 质 点 的 位 
置 为 Hy ty By ae Hay, 采用 ta. stip sa 作为 该 质点 的 标志 。 
点 随时 间 的 下 化 而 运动 。 该 质点 位 君 的 变化 情况 为 
©, 一 Tiad, sugua”) 


By = lal ds yt 


LE 一 EER ds gt) 
其 参考 系 仍 为 同一 参考 系 。 上 面 三 式 也 林 简 写 为 
€; = Tra i Cz = 1,2 ra) (10. 2-1) 


如 果 对 物体 中 每 个 质点 写 出 的 上 述 方程 都 是 已 知 前 ,就 可 知道 整 
个 物 悼 运动 随时 间 的 变化 过 程 . 从 数学 上 来 觉 ,方程 (10. 2-1) 确 定 
TELES : 作为 参数 ,从 区 域 DC, ve a) FE RD! Ce stex) HI 
变 撞 或 映射 , 图 10. 2 Ras TRE PT. RR ae ee A — 
一 对 应 的 , 即 对 每 一 个 点 aapa d) 有-- 个 也 公 é 有 一 个 点 (vss， 
z;) 与 之 对 应 ,反之 亦 然 ,并 且 Da, aa) H AALE RH 
了 中 的 相 Sh St BY TR BS A PR AR ux, Cai sdordiyt Po JE B 
[E E SE IESE BY A EEOC O SU EDIAL E RS YE, 
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Xq= X40), Og, Gx, fh 
a X= AlO, Oa, Oat) 


z x= ilO, Az, Ox f) 
Pian 
wr 
(oy Os, axl 


t= GRY A aR 


x9, 72 


my, Oy 


图 19.2 质点 的 标志 
映射 510. 2-12? 式 称 为 物体 运动 的 物质 描述 。 在 物质 撕 述 中 , 质 
点 Cajsa: sa AAR BE A 如 速度 分 别 为 i 
chr; 


wa, + it) = En | C10. 2-2) 
Ayr dy dy 
ou, On, 
ala, arsi st) _ Br tr rag ar? Capea aed C10. 2-3) 


i RSPB A Sa S ORE x 处 的 物质 密度 ,此 处 符 
E y BRK Ctt), Se. (ad 1-0 A, Re. a, as Ab 
质 密 宕 。 那 么 在 一 0 时 , 昼 积 了 中 所 包含 的 物质 质量 为 


| potarda.da,da, ， 
而 在 上 时 刻 为 
| eG)dadrdr, 
则 质量 守恒 由 如 下 公式 表示 
| ec dr dred, = | pala)dadarda, (10. 2-4) 
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RPM TRA TARO RRR. HF 
| eCxddajdz.dr, = | etx det | Sa | dadada, (10. 2-5) 


式 中 | SE | Ria MeOH AE RT HTAR MER Se | 的 行列 式 ， 


| ax, /ða, dr /da dr 《Ba | 

= = (On, /Oa, Or, (a, drf da, | C10, 2-6) 
| Arda, Oe, /Oa, SP Ca, ， | 

将 (510, 2-5) 式 代入 {10, 2-4) 式 ,并 注意 到 此 结果 适合 于 任 一 区 域 
DAA T BAR A Be os SA F BY 


O(a) = p(x det Ew 


C10, 2-7) 


类 似 地 有 
PCF) = Py ader] Z z | 


这 些 方程 建立 了 从 一 个 位 形 阿 另 一 个 位 形 宏 化 中 胸 笨 处 于 不 同位 
形 的 密度 关系 ， 
因此 , 连 综 介质 的 物 半 描述 浪 用 了 质点 力学 中 采用 的 方法 ， 


10.3 连续 介质 运动 的 空间 描述 


在 物质 描述 中 ,每 个 质点 可 由 其 在 某 一 给 定 陪 时 点 的 坐标 确 
E. 但 这 并 不 总 是 很 方便 的 。 当 措 述 河 里 的 水 流动 时 ,并 不 希望 并 
其 随时 介 的 变化 规律 ,这 就 是 在 水 动 广 学 中 一 焉 采用 的 空间 描述 。 
把 空间 位 置 tw rr MR A: 联 为 独 了 变量 ,由 于 空间 措 述 便于 
测量 ,并 能 直观 解释 茶 位 置 处 的 情况 而 不 跟 吕 某 个 具体 质点 , 恋 在 
水 动力 学 中 很 自然 地 采用 这 种 方法 。 

衬 间 描述 中 ,用 速度 向 量 场 v Ce, tp ea D MRE SE AY 
瞬时 运动 ,当然 ,该 速度 是 指 在 时 刻 e, DAE Cr sxs xa) Ah ABE 
时 速度 。 质 点 的 瞬时 加 速度 为 
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， au, Ov. 
u Cx, t) = By N Fv Br OP (10. 3-3) 


式 中 + Wt ES 92 ,xiy 同 时 式 中 每 个 量 都 其 在 (x,2 上 计算 
的 。 
(10. 3-1) 式 的 证 明 如 下 : 
设 某 质点 在 上 了 时刻 位 于 (rzrayzi) 处 ,当时 间 为 上 十 d 时 , 它 
称 到 坐标 次 x, 十 wdz 点 处 , 按 泰勒 定理 ,并 当 dr-* Q ET. HS Se Sy Er 
FoF NI. BEAR 
VT) =u, Cr; + v,de,t 4+ dt) — v Ext) 


— ou, (x, t) ov; pani 


dt 十 2, dd 


SERSETOLIDA, APR TEARRE FH 
e E e EE TE DE DEEE AE NATE 
AUER. AT SPF ey a BEE DE 
BE . 

导出 (10. 3-1) 式 的 理由 也 适用 于 任何 一 个 由 质点 运动 所 引起 
的 函数 Fr cers ORE SORE. ASM RAMEY 
质 导 数 , 由 圆 点 4 RAE D/D 来 表示 。 因 此 ,任意 函数 HD 
质 导 数 为 


. DF _ {oF OF aF OF 
r= r= (She than tag, +? 1 dz; 
(19. 3-2) 


另 一 方面 ,如 果 通 过 变换 式 (10- ?-]1) 将 函数 Fax, gta sig ot) 7 HRY 
Fay saza; ot) F Ca, A A s£) WU 确 实 是 质点 Ca, 42:4, Bee. 
因此 ,F eg PSY WT A Cai areas) EP 的 变化 


率 。 形 式 上 为 
OF Ca, dr sty st) 


F= a (19. 3-3) 
把 Pay» Ts Ts ot) Fa AD a oz Ag st 的 隐 函 数 时 , 则 有 
pa of OF | Or OF | Ir: OF | Ox 
7 ot |x Ox, f Or: 1 OF P OX, : OF g 
(10. 3-4) 
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利用 方程 (10. 2-2) 可 将 此 方程 化 为 方程 (10. 3-2), 


10.4 体积 分 的 物质 字数 


BIA AGORA ACO ME RV 
Crist tod E, AIE R V ICziy trs t :由 一 组 给 定 的 质 上 后 
所 占据 。 

La) = I] Ale idx dade, (10. 4-1) 


此 处 仍 表 示 Ers Ers Z3 a H F H 
FA Pe Ae OMR V,+) 
二 者 都 是 时 间 上 的 函数 , 故 体 积 
分 IOA mHE c AY PB. 如果 
ASB] ¢ PEE, TC wR BK 
aR, BBA FO at lal ¢ Hobe 
是 尝 样 的 呢 ? 回答 是 此 变化 率 
用 DE/De Rmo FF RR I 
物质 导数 , 它 被 定义 在 一 组 给 
定 质 点 上 。 图 10. 3 区 域 边 界 的 连续 变化 

“对 于 给 定 的 一 组 质点 ”这 几 个 字 极 为 午 要 。 则 题 即 是 从 物体 
RES IEE SIR. 为 计算 该 变化 率 , 须 注意 到 在 :时刻 
物体 的 边界 为 5S ,而 到 *t 十 由 时 刻 时 已 移 到 邻近 界面 9, 此 界面 S 
为 区 域 WW 的 边界 (图 19.3) 


7 的 物质 导数 定义 为 
Di. if 
Di: linge {| AG 十 dd7 一 | Ace pay | 


(10, 4-2) 
注意 到 WW 和 的 差别 , 令 AV WR V'—V AV 为 表面 5 在 很 小 
By TE] Nal A Ar 内 界面 S$ 所 扫 出 的 体积 。 E F VSA ,(10. 4-2) 
AA SA 


232 


Bi =lim lj Aas + 由 da 十 [A 十 ddy 一 Jawna | 


stim {te iac 4 dt) — Atx, dV + 4j AGs + dod | 

(10. 4-3) 
对 于 一 连续 可 微 的 函数 AC), BA DI/De 贡献 了 值 
| aayardy 。 对 后 一 项 ,注意 到 是 对 于 一 无 穷 小 的 dt, 则 可 以 把 边 
AEH S 上 的 4Cx.t 取 为 被 积 画 数 ( 因 为 假定 了 ACr OBIE 
的 ), 同 时 还 注意 到 积分 等 于 边界 S ERA BS TERT IEE de 内 
所 扫 过 的 体积 与 Atx OSE ZT BA. ey, BS 外 法 线 方 
m LA PRA. FRR LR RBA vdr, MAF S 
LET ds 所 包含 的 质点 扫 过 的 体积 为 dF ond. 忽略 二 阶 以 上 
的 无 窃 小 攻 , 则 该 因素 对 DID HRA AvedS. WARTS 面 
积分 ,就 得 到 总 的 贡献 。 固 此 


Df Aav = f Mav + | Avas (0. 4-4) 
用 高 斯 定理 变换 最 后 一 项 积分 ,并 使 用 (10. 3-2) 式 ,可 得 
可 | aay =| Sav f, 5 (Av, dV 


=% tuse + 


=f ka De +4 a dV (10, 4-5) 
该 重要 公式 将 在 以 后 各 节 中 反复 运用 。 由 (10. 4-5) 式 可 见 , 求 物质 
导 煞 的 送 算 与 空间 积分 的 运算 两 者 间 一 般 说 来 是 不 能 进行 变换 
的 。 


10.5 连续 性 方程 


质量 守恒 定律 已 在 10.2 节 中 讨论 过 .用 10.4 节 的 结 采 :可 号 
出 该 定律 的 另外 一 些 形式 。 
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设 在 时 刻 1, 包含 在 区 域 VVW 内 的 质量 为 
m= | eav (10. 5-1) 
式 中 0 一 pz: 缮 为 上 时 到 连续 介质 在 < 处 的 密 床 。 质 量 守 恒 要 求 
Dr 一 0。 如 用 2 代理 4 就 可 由 (10. 442) 趟 或 (10. 4-5) 式 给 出 


物质 导数 Dm/D:。 由 于 Dm/Di=0 EE RR RAM aE A 
数 必 须 为 零 . 因此 ,可 得 到 质量 守重 定律 的 荔 外 一 些 索 达 趟 


| Hay + | vvas = 0 C10. 5-2) 
Bp | 
du 
Pe + p = (10, 5-4) 


这 些 方程 称 为 连续 性 方程 。 在 不 能 假定 ov, 的 可 微 性 的 情况 时 ,可 
FA FR 4p 10. 5-23, 

在 静 力 学 问题 中 ,这 些 方 程 恒 可 满足 .因而 必须 用 方程 
《10. 2-7) 或 方程 (10. 2-8) 表 示 质 量 守恒 。 


10.6 运动 方程 


牛顿 定律 说 在 一 惯性 参考 坐标 系 中 ,物体 线性 运动 动量 的 物 
质变 化 率 等 于 各 作用 力 的 合力 . 
设 在 : 时刻, 包 人 各 在 区 域 V 内 所 有 质点 的 线性 运动 动量 为 


D, = | eav (10. 6-1) 
WRK RAT. 和 单位 体积 体力 X 作用 ,其 合力 为 
F = | Fas + | zav (10. 6-2) 
根据 柯 西 方程 (3. 3-2) ,可 用 应 力 场 o KREE H, AMT =o, 
VRAT ARV 的 界面 S$ 上 的 外 法 线 单 位 向 量 。 用 ow 代替 


《10. 6-2) 式 中 的 二 ,并 用 高 斯 定理 将 面积 分 变换 成 体积 分 , 则 有 
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多 .一 ,| ae 十 x, } av (10. 6-3) 
Ft ae E ta E 
EP, =F, (10, 6-4) 
AE ARG CLO. 4-5) 式 ,使 4 等 于 ov, MWA 
J [SSE + Zoo jav =] S ai + X| dy Co. 6-5) 


由 于 该 方程 在 任意 一 个 区 域 了 上 都 必须 成 立 , 所 以 方程 两 端的 被 
积 函 数 必 须 相等 ,因此 有 


Ou; fe) — 
ara + Bz, Pur = 


oe + XX， (10. 6-6) 
fee cr: | 

vi( 26 + See) + of St + v, S| 
根据 连续 性 方程 (10. 5-3), B— PEM PH Tr AKT 


括 弧 内 的 量 是 加 速度 DumyDr。 因 此 ,可 得 到 著名 的 连续 介质 运动 
的 欧 拉 方 程 。 


Dw, 
OD 
在 3.5 T ETE EBA REPRE. CREM AE 
度 分 量 都 等 于 零 的 情况 下 得 到 的 。 


10.7 wy ft Xa 


角 动 量 平衡 定律 用 于 静态 平衡 这 一 特殊 情 帝 时 ,就 可 以 导出 
应 力 张 量 是 对 称 张 量 的 结论 ( 见 3. 5 节 ) 。 现 在 将 证 明 角 动量 原理 
并 未 给 连续 介质 运动 的 动力 学 方面 带 来 附加 限制 , 角 动 量 原 理 指 
出 :动量 矩 对 某 个 原点 的 物质 变化 率 等 于 所 有 的 作用 力 对 同一 蛛 
点 的 合力 矩 。 
设 某 时 刻 t, 一 物体 占据 了 边界 为 S 的 正则 空间 区 域 V, 它 具 
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-= Si +X, (10. 6-7) 
x; 


ey OT AB os DA BY) EE LA fæ 3. 3-2) J 
ee = | ccna pord¥ c19. 7-1) 
bn Ra ik SE BT MR X. 的 作用 ,; 则 对 原点 的 合力 
FHA 
Y= fesz xav + | enz, ds (10. 7-2) 
焰 柯 西 公式 TT 二 gay 代入 到 上 式 右 端 第 二 项 积分 中 ,并 用 高 斯 定 
理 将 其 变换 成 体积 分 ,可 得 
se 一 | eX, Xav 4 | ydV 10.7-3) 
欧 拉 定律 指出 THE EY, 
D 
poh = (10. 7-4) 
fe (10. 4-5) ee. 的 物质 导数 ,并 利用 (10. 7-39 ET 1E El 
ea (0%) + See Cpu = eat Xa F Enl En) ui 


(10. 7-5) 
上 式 中 的 第 二 项 可 写 为 


fa fa 
€,, 40 Ve 十 yuk Sig, (Pave = QO +: Sy at | Ox, (PU. 


由 于 en Xt 70% FERRY. woe 对 jE 是 对 称 的 ,方程 (10. 7-5) 
中 的 最 上 后 一 项 能 写 为 Ert yk te ASE Pes a 国 此 方程 (10. 7-5) SE 


-ö Q 
EEs Bp Gees) + On. CEUV, ) 一 A, 一 Sau |— £4.04 = 0 


(10. 7-6) 
根据 运动 方程 (10. 6-5 ok A Ta A A FA C10. 7-6) 式 简 
化 为 
¢. 47. = 0 
RI, ap = r, AI AY sk BET eR. seh ie EE 
满足 。 
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10.8 HE EFi 


连续 介质 的 运动 还 必须 遵守 能量 守恒 定律 ， 如果 在 某 个 问题 
中 机 械 能 是 唯一 感 兴趣 的 能 量 ,那么 该 能 量 方 程 仅 是 运动 方程 的 
一 次 积分 。 如 果 热 量 过 程 很 重 守 ,风能 量 方程 就 成 了 一 个 需 赛 被 满 
足 的 独立 方程 ， 

能 量 守 恒定 律 是 热力 学 的 第 一 定律 ,对 于 其 个 连续 介质 来 说 ， 
只 要 列 出 能 量 和 功 的 全部 形式 ,就 能 导出 该 定律 的 表达 式 。 考 虑 一 
个 连续 介质 惧 , 它 有 三 种 形式 的 能 量 :动能 天 ,重力 势能 G 和 内 能 
E, Bil 


能 量 一 六 十 女 十 五 (10. 8-1) 
在 某 时 刻 1 包含 在 某 正则 区 域 Y 内 的 动能 为 
K = | pvwav (10. 8-2) 


AF v 是 基质 点 所 在 体积 元 dV 速度 向 量 的 分 量 ,p AD 
度 。 重 力 势 能 与 质量 分 布 有 次 , 并 可 写 为 


G = [osca 《10.8-3) 
式 中 ,#$ 是 单位 质量 的 重力 势 。 在 均匀 量力 场 这 一 恒 要 的 特殊 情况 
中 ,有 
C 一 fogzav (19, 8-4) 
式 中 ,g 为 重力 加 速度 ,zx 是 从 某 个 确定 的 平面 开始 沿 着 与 重力 场 
相反 方向 所 测 的 距离 。 内 能 写 为 如 下 形式 
E = joedv (10. 8-5) 
AP 是 单位 质量 的 内 能 。 热 力学 第 一 定律 表述 为 ,通过 吸收 热 


量 人 和 对 系统 作 功 三 ,能 改变 系统 的 能 量 
AhbH=02+W (10. 8-6) 


用 变化 率 表 示 , 则 为 
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RK +G+EkE)=Q4+W (10, 8-7) 


stb Qa 市 为 单位 时 间 内 忆 和 W 的 变化 率 。 

现在 ,只 有 通过 边界 才能 拒 热 量 输 入 到 物体 内 。 为 描述 热流 ， 
定义 热流 向 量 CE PE A OF ER dS 为 物体 内 的 一 
个 面 元 , 它 的 单位 外 法 线 为 v。 如 果 热 重 以 某 速 率 沿 v 方向 通过 dS 
MSCS BOR BR Aw dS. MBS RAIS IF 
定 面 元 dS 是 由 相同 的 质点 所 组 成 , 则 输入 热流 率 为 


=~ | hnds 一 ~- | s Shay (10. 8-8) 


在 V 内 单位 体积 的 体力 ,和 5S LMR AT UERR 
ERR , BY SE Dh E 


r 
W= | Evd + f T vds 
= [Fwdvy + [ownds 10. §-9) 


= [Fady + feou) dv 


让 于 (10. 8-7) 式 中 ,项 内 已 包含 了 重力 能 ,所 以 在 计算 功率 你 
时 必须 从 体力 下 中 除去 重力 部 分 ， 招 方 程 (10. 8-23, (10. 8-3), 
(10. 8-5). (10. 8-8), 和 (10. 8-9) 代 入 热力 学 第 一 定律 (10. 8-71 式 
中 ,并 用 (10. 4-5) 式 计算 物质 导数 ,通过 一 系列 计算 后 ,可 得 
2D t sD antes em + Be 
as 


+ eedivr + P 5 + poe e+ podivy 
= ~ 3h + Hu, + 4,0, + 4,2, (10. 8-10) 
用 连续 性 方程 和 运动 方程 
+ pdivy=0, p= med = X; +a, (10. 8-11) 


就 能 将 C10; BLOOM AA eat xX. Bi A,X, 
238 l 


SF, Z2EABA Fh PRR 


A; — E, =— P x (10. 8-12) 
因为 | 
Dé a Əş 


bi a te 
RIRH et A A RL Ee SEO EL AA CLO 8 
-IDARO 8-12) 式 ,对 这 个 方程 有 有: 


Lo DE 十 oe 一 一 + pv; ae + apv., (10. 8-13) 

{H 
po, Pe = Lp Be (10. 8-14) 

A 

gv = aly Cy Fd H E Cor — vr) |= Va 0 
(1G. 8-15) 
其 中 

Va = Cony FO (10. 8-16) 


为 应 变 率 张 量 。 因 为 (10. 8-15) 式 中 的 最 后 一 项 为 对 称 张 量 a 与 一 
个 反对 称 张 量 的 缩 并 , 故 它 为 零 。 这 样 方程 (10. 8-13) 就 能 简化 ,最 


终 可 得 到 能 量 方程 的 如 下 形式 

De on; 

Di = Be, + OVa (19, 8-17) 
FEJ: 


(Ad A ESL RAE RB KRE mE ATAN AS 


从 傅立叶 定律 


h= JAS (10. 8-18) 
Ti 


式 中 J 为 热 功 当量 ,A 为 情 守 系数 ,TT 为 绝对 温度 , 则 能 量 方程 为 
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peas aS) 二 mV， (10. 8-19) 
(B) 删 去 包含 du. 和 TY 各 项 ,同时 使 
e = Jet C10. 8-20) 


AP c AFER AERA eA. RRB SP AE SE Sh HP A H 
的 热传导 方程 。 即 方程 (10. 8-19) 成 为 
. ƏT a! ƏT | 


eo, 


(10. 8-21) 


10.9 极 华 标 系 中 的 运动 方程 和 连续 性 方程 


在 3.7 节 和 5.8 节 中 曾 分 别 研 究 过 极 坐 标 耻 的 应 力 和 应 变 分 
晤 。 采 用 张 量 分 析 方 法 ,向 卡尔 坐标 变换 的 方法 ,或 由 基本 原理 直 
接 针 对 某 个 问题 来 推导 ,都 同样 能 推导 出 相应 的 运动 方程 和 连续 
YEA. FILS LAPSE. 

É 5.8 节 中 给 出 了 直角 坐标 rye IRER rO ZE EIR 
的 基本 方程 式 。 如 果 把 方程 (3.7-5) 民 入 平衡 方程 


= = 0 (10. 9-1) 
即 


Ising = 0 《10.9-2) 


因为 该 方程 必须 对 所 有 的 8 成 立 , 所 以 在 9 一 0 及 8 一 过 时 ,就 应 分 
WA 
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Lon | Sa 4 Be | Sta gy (10. 9-3) 
A 2 PIER EO. 条 3) 式 必须 对 所 有 的 了 值 
成 立 。 类 似 地 , 取 i 一 3 从 方程 (10. 9-1) 可 得 到 第 三 个 平衡 方程 式 ， 
Oo, 1 do,s So， Ove 


3 +> stat; =0 C10. 9-4) 

z r r 

BU AS JE SEIT AR 2c FR LAAT WI BAR 10. 6-7) 式 为 
Set +X. = pay = Pe (10. 9-5) 


单位 体积 上 的 体力 可 分 解 为 r,8 和 = 方向 上 的 分 量 已, Fa 

Fs。 加 速度 Dv:/Di-a, 须 细致 地 考虑 .在 直角 坐标 系 中 ,z 方向 的 
加 速度 分 量 为 

a, 各 十 or 种 +o 3 Fv (10,9-6) 

只 要 分 别 用 a 和 ww 替换 ,就 可 以 用 联系 位 移 的 方程 (5. 8- 和 分别 

把 加 速度 分 量 adpan 及 速度 分 量 wm 与 它们 的 极 坐 标 分 量 


Ary ita rity wz Ure Vert 联系 起 来 。 因此 ,将 方程 (5. 8-3) A C5. B-4)4R 
A C10. 9-6), BABB 


a, =È Ww,cosd 一 vasin) 


z 


+ recos + vesind)| cosd 一 sind = (t.cos? 一 vanf) 


Or 
十 《zsimn + vacvs6>| sind > 十 sos? S| {u,cos@ 一 vint) 


十 z。 È (oreosg 一 vsin) 
ae au 
or r ap r Oz | 
— sino Z + v, 2 + ve Ser 十 2 | (10, 9-7) 
将 方程 (10. 9-7) 与 下 述 方程 比较 
a, = a cos 一 asint (10, 9-8) 
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=cos0 + wv, 


可 得 到 如 速度 分 量 : 


ou On. Te ou rar ou 
a rr (10, 9-9) 
_ Ue Oy | Un Dvs tvs Gus a 
Ae Or "dr Be 7 Oz 
3S AP tH. AY 15 
— ou, Ov, “e ov, Ot, 
ag =F, + yy, a 十 Bg T U Be (10. 9-10) 
完整 的 运动 方程 为 
Od,, Oc, g T Oc, 
pa, = ZE p L Zey u w, Se tp 
1 Sdge da,e Sea Oo > 
Eaa aR 十 a ty bt Be th (10. 9-119) 
og 1 oe. fale g 


a= n ty a tE 

RHES REAT MH ERHET LHR e ahi 
时 方法 是 基于 通过 考查 作用 于 体积 元 上 各 个 力 的 平衡 ,而 使 这 些 
方程 能 得 到 进一步 理解 .图 10.4 是 一 个 由 应 力 模型 表示 的 孤立 体 
积 元 的 自由 体 图 ， 

运动 方程 表明 , 笃 向 加 速度 等 于 上 所 有 作用 于 径 向 的 力 的 总 和 ， 
因此 有 


pardrdz| 天 — jdrdz| ES t doat 


+ iSe Tr Arar) tr + dròdðdz — o rdðdez — oegdrdesin 29 


— fq + dG )drdesin c? + Ea + ead drdz 
— odrde + i on + Sede — o, | SEE O t dod? ar 
, Oz PL 2 


(10. 9-12) 

ERER HRABRM AR) SAT RS RL rie EIA 

#2 (10. 9-11) 中 的 第 一 个 方程 .类 似 地 可 以 得 到 其 他 方程 式 。 应 注 
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意 到 | ,在 径 向 平 街 方 程 中 ,一 our 项 是 具有 环 向 应 力 性 质 的 径 向 
ERr 是 由 于 ”+dr 处 外 表面 面积 大 于 半径 > 处 外 表面 面积 
所 造成 的 。 向 样 的 理由 也 适用 于 轴 向 平衡 方程 中 的 reyr 项 。 切 向 
方程 中 的 2o0%/r 项 由 两 个 因素 引起 ,一 个 因 襄 与 前 述 相同 , 即 外 囊 
BA: A-TARERT ¢ +d 的 两 径 向 面 不 平行 , 面 有 一 夹 
f dé. 


10.4 极 座 标 中 的 应 力 场 
26 似 的 图 例 可 以 用 来 说 明 加 速度 方程 式 中 的 各 项 。ar 中 的 
一 vj/r 项 具有 向 心 加 速度 的 性 质 。as 中 的 vev./r 项 是 外 于 径 向 速 
EAA o 前 旋转 所 引起 的 加 速度 的 切 癌 分 量 。 
类 似 的 处 理 方 法 也 能 将 连续 性 方程 (19. 5-3) RAE p Er 
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形式 。 


研究 一 下 图 10. 5 所 示 体 积 元 中 质量 流 的 平衡 可 能 最 说 明 问 


题 。 由 质量 流 流 过 的 面积 通过 适当 运算 得 到 


a | 


10. 1 


10. 4 
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l ə 1 Seu, aeu. op _ 
> ap Eru) + , a6 + Se 十 ay = 0 (10. 9-13) 


图 10.5 柱 极 坐 标 中 的 质量 守恒 


题 10 


a ih FE & , 

ORRA; | CH RRS, te 体积 从 
孝 述 使 方程 (10. 1-4), (10. 1-5). 
CIO. 44) 和 (10.4-5) 有 效 的 数学 条 

{ 

求 线 积分 $ ydr + dy h. 
RF fe LA 109,01.1). 00,07 4 
顶点 的 三 角形。 (BF RMS. 
1/3), 


i $ c 一 Ids Wi, cE 


HP.10.3 积分 路 径 


10. 


10. 


2+ y= 4 l. 

AES HEL DA ay FI RHR HE DRA RIA i 
MASEL RARE DRA Pie DN Oe WED RARS 
MESES ACA — BE SE he Fe A e 


_ Oo OP) 1 
$ Pdz + Qdy = My. Se — Bh | dedy 


RR 是 以 c 为 边界 的 闭合 区 域 。 
HARRER ER, HF Ta EE 
Cap 中 rrds 一 {| curéauderdy 


W uds = |f diredray 


AOE nsr ÆI ur Ae u AY oa ER CA dS A 
长 ;vw 是 "在 曲线 已 上 的 法 向 分 量 , 方 程 (sy 是 斯 托 克 期 定理 的 特殊 情 
Un. 方程 弛 ) 是 高 期 定理 的 二 维 形 式 。 
一 个 追 降 的 飞行 员 在 波涛 其 省 的 海面 上 疝 一 像 皮 气 妹 专 速 充 气 . 设 乞 
球 上 的 某 个 质点 位 于 

£= TX) y= yit), Z = ait) 

出 方程 

Fy = de — AM + ly — pF 4+ ie — vw) — at = 0 
eA CER YD. A 
中 Ate}, gee) ute 
球体 的 球 心 ,a(#) 是 
球体 半径 ,它们 都 莽 
EF B g A ge aL 
P10.79) 

ik DF /Dt= 6 

Sh Be BR is By 
的 空气 补水 的 边界 


条 件 
解 :由 于 任何 时 Erico? BBE EE 


RARE hE POD = 0, RK Pat + Re 

oe AS, HP ryer 是 质点 的 坐标 ,并 且 POE 

都 与 室 球 有 美 , 所 以 时 间 导 数 就 是 物 奈 导数 , 风 DP De, t F 
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RAE 
反之 ,由 方程 De /De= 0ST ee B= A 特别 
SA AR P= 0 BERT PARE RP 
=0 在 + 二 0 AME T EA SR, AE ETRY BS Te] eF ABBE Re 
ER 

如 果 研 究 围 绩 气球 的 流体 (空气 和 相 水 ) ,该 方程 就 显得 更 为 看 
李 ， 流 体质 点 一 旦 和 气球 接触 就 会 继续 保持 下 去 (这 称 为 粘性 流 
体 与 固体 接触 的 无 请 动 菜 件 )。 医 此 访 扬 的 边界 菊 件 是 乒 =0D 和 
DF/Dt=0. 


10.8 在 风 中 束 动 的 旗 帆 表面 出 方程 


Fir, ysg} = 
BBR. 5 ERRAR A I ZR Ah. PR eo a E 
= 0 AFR HES at ah PD Pe PRG RF AE EE i 
体 考 虑 ， 
旭 果 空气 被 当 人 粘性 流体 ,会 有 什么 差别 ? 
解 : 当 避 题 10.? SPE HA fa = 0 ADE FE AF A 


te, Sa + be ae, ae J (13 
SEP ele, ey ee PE TE deem Pray =O CU. GSE 
直 的 向 量具 有 分 量 
oF 3 OF 
az Sey’ Or” 
EE. FEOS SA 
= +aen = 6 (23 


ihe RS Se EP E ba Eo EB OP Oe, 
Mt TR ETE ,路 下 一 0 Sb} REDE RP. CBW 11.2 节 
的 讨论 ) 。 
EWE 22, y 22 域 区 流 迟 速度 场 的 两 个 邹 量 分 别 为 
u = (] — ya br + er”) 
w= Ü 


该 流体 是 不 可 压缩 的 。y MANERE v 是 多 少 7? 


10,10 HAEREA 
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T = Tye “sinercasfy 


求 位 于 原点 一 ?一 z 一 0 处 质点 温度 的 物质 变化 率 。 同 样 求 出 +=y 
一 * 一 ] 处 质点 的 情况 。 
10.11 对 于 省 卫 册 性 的 牛顿 粘性 流 悼 , 试 导出 忆 速 度 分 量 表示 的 运动 方程 。 
10.12 Tis ahh BIE SE SP BYE slay zi. RES 
为 ptr xz rpt), HEE un Crests tt). HORE HEN A 
ARATE TT RY AAS. LSB RSS ERI A i a 
的 变化 率 。 
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1] 流体 力学 的 场 方程 和 边界 条 件 


现在 已 有 足够 的 基本 方程 来 处 理 更 为 广泛 的 间 题 了 。 在 所 接 
触 的 范围 内 , 绝 大 部 分 物体 是 连续 体 ,它们 的 运动 服从 质 基 .动量 
和 能 量 守 便 定律 ,有 了 适当 的 本 构 方 程 和 边界 条 件 , 就 能 用 数学 方 
法 描述 很 多 物理 问题 ， 本 章 中 ,将 说 明 流体 一 些 流动 问题 的 公式 ， 


11.1 纳 维 叶 -斯 托 殉 斯 CNavier-Stokes) 方 程 


首先 推导 牛顿 粘性 东 恒 证 动 所 遵守 的 基本 厅 程 。 设 cite ey 
或 +,y,z HH PRAA ERA. H vovov B vse 分 别 表 示 沿 
coy BARRED E.R p 农 示 压力 ;0 或 0,,0,, 千 表示 应 力 
分 量 , 为 粘性 系数 。 此 处 及 后 面 捞 及 的 所有 拉丁 字母 下 标的 范围 
都 是 1,2,3。 那 么 由 方程 (7. 3-3) 式 所 缩 出 的 应 力 - 应 变 率 的 关系 
为 : 


BD 


T= peo, + AV LCL, + Bev, 
— Ou, a | Ou, oh, 
=— Pb, FASTA, + Ha ta tO O AL 1-1) 
ope 3 Sr se 
__ S e z | 
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__ du Su, Ow 
oa =— p + 2e SE + S +5 t a| CL lla) 


将 这 些 式 于 代入 运动 方程 (10 和 7) 式 中 ,人 恒 得 到 纳 维 吁 -斯 托 友 斯 
方程 
Duo, 


-= pX, 一 se 4. 


Dv; ð 
P Ex 


AE stl te -| sc) 4 a } 
(11. 1-2) 
AP X 表示 单位 质量 的 体力 ， 
上 上 式 中 的 速度 分 量 必 须 满足 由 质量 守恒 定律 导出 的 连续 性 方 
#2 (10. 5-3. 


Bou) _ 
+ oe, =O (11. 1-3) 


除 这 些 方程 外 ， 连续 介质 还 有 热力 学 状态 方程 ,能 量 平衡 方程 和 热 
流 方程 。 
AR itp EE AB BY Fe BBY Mi 

e= H% (11. 1-4) 
RARE HS ARNERI ZAMAR., MRR SH 
可 压缩 的 均 质 流体 , 则 连续 性 方程 变 为 

ar, = (11, 1-5) 
或 

Se + 5 + Se = 0 
同时 , 纳 维 叶 -斯 托 克 斯 方程 简化 为 
vu; 


Du, Op 
P Dr = OX, 一 Ax. 十 u On, 02, Cit. 1-6) 
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详细 配 为 


Du _ y _ 1 3$ : 
Le + A Or + eu 
nm 一 3 se 1 \e Fu C11. 1-7) 
DW _ 1 oP 2 
Dr ~ < p oz tw 
式 中 v 二 pip HSE? 是 科普 拉 斯 算 子 
z a 2 
vi= £542,542 C11. 1-6) 


Tar 7 ay? 7 B24 
FEOL 1-5) #0011. 1-6) 是 不 可 压 疹 站 性 说 中 出 现 的 基于 四 个 变 
量 # ,vw F p HATE. 

纳 维 叶 -斯 托 克 斯 方程 的 求 艇 是 流体 力学 的 中 心 问 题 ,该 方程 
包括 了 极 太 范围 内 的 物理 现象 ,在 科学 种 工程 上 有 广泛 的 应 用 ,由 
于 该 方程 是 非 线性 的 , 故 在 一 般 情 况 下 很 难 解 出 ， 

为 完整 地 描述 一 个 癌 题 , 还 必须 确定 边界 条 件 。 在 11.2 节 将 
研究 固体 一 流体 交界 面 上 的 无 请 动 条 件 。 在 11. 3 节 将 研究 “ 自 
由 ”界面 条 人 御 或 称 为 流体 一 流体 交界 面 菜 件 , 在 此 情况 下 , 才 面 张 
力 扮演 着 重要 角色 . 紧 接 着 将 介绍 量 纲 分 祈 , 用 以 说 明和 雷诺 数 的 意 
义 ,然后 将 研究 水 槽 或 管道 中 的 层 流 流动 ,以 作为 能 够 乱 略 非 线 社 
项 的 简化 解 的 一 个 例子 。 由 于 渴 流 可 能 出 现 , 该 解 有 其 适用 范围 ， 
VELL 5 节 将 讨论 雷诺 的 经 典 实验 。 

. 在 某 些 情况 下 ESE SES , Ri ah as BE 
本 流体 了 。 与 之 相通 应 AGE RA oH Be 
玉 低 ,无 法 满足 粘性 流体 的 所 有 过 界 条 件 。 西 之 AiR 
体 变 团 面 上 的 无 滑动 条 件 , 并 略 去 自由 面 上 任何 前 切 梯 庶 的 要 求 ， 
这 样 征 的 镑 果 , 有 时 得 烈 的 数学 形式 很 衔 单 , 但 物理 解释 却 很 加 


11.2 固体 一 流体 交界 面 处 的 边界 条 件 


如 果 固 体 是 不 可 浴 焉 的 , 则 在 固体 一 流体 界面 上 所 必须 满足 
的 边界 条 件 之 一 就 是 流体 不 能 滩 透 进 固体 。 大 多 数 流 体 容器 都 具 
备 这 一 特性 ,用 数学 语音 讲 , 就 是 要 求 算 直 于 固体 表面 流体 的 相对 
速度 分 量 必须 等 于 零 。 
关于 流体 相对 于 固体 的 切 向 速度 分 量 的 确定 则 须 特别 小 心 。 

在 站 性 流体 与 固体 边界 的 交界 面 上 ,通常 采 六 无 滑动 条 件 假设 , 换 
和 名 话说 ,在 固体 一 流体 边界 上 ,流体 速度 与 固体 速度 应 完全 相等 。 
经 过 很 长 的 理论 和 实验 结果 上 比较 的 历史 发 展 , 这 一 概念 才 被 认识 
到 。 

如 果 国 体 边界 是 静止 的 ,无 滑动 条 件 要 求 速度 从 界 边 处 的 零 
连续 地 变化 到 一 定 距离 以 外 自由 流动 值 。 这 个 边界 条 忻 和 无 粘性 
流体 的 相应 边界 条 件 形 成 鲜明 对 照 ,对 于 无 粘性 流体 ,只 能 规定 流 
体 不 会 渗 进 固体 表面 ,但 必须 允许 流体 在 固体 边界 上 清 动 ,从 而 流 
体 在 界面 上 的 切 向 速度 可 以 不 同 于 固体 界面 的 速度 。 这 是 一 个 完 
全 没有 铬 性 的 理想 结果 。 图 11. 1 宕 示 了 这 个 差异 。 Bll ioe 
示 无 粘性 流体 流 过 一 个 静止 固 栖 的 情况 ,在 边界 面 上 流体 以 一 切 
向 速度 流 过 固体。 图 11, 1(8) 表 示 粘 性 流体 在 边界 面 上 的 速度 必 
须 为 零 。 

ERE 


ih} 
Fa 11.1 sR FOR AR RAL THD AR 
Ca) BERL AEs (0) 2 Ps RE 
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BESS Fos SO AER EP A ART TT FIER RES A 
小 .所 以 图 11. 178 A APA Se a. 

对 于 图 11. i Cad Br as Gy Be OS. Se . H 
Rm TRE i ee. a A pR E BY She I. H ie RR 
RSS IHS ATA ,然而 尽管 粘性 很 小 ,空气 仍 
是 有 粘性 的 , 因 些 无 滑动 条 件 在 此 处 是 适用 的 .那么 怎样 解 快 这 个 
AP AWE? 

当代 流体 力学 的 成 就 之 一 ,就 是 回答 了 这 个 问题 和 解决 了 这 
FE. MERASA AE 11. 1(65) 所 表示 的 就 是 发 生 在 紧 巾 加 体 
界面 处 极 小 区 域内 的 情况 。 图 11. 1(5) 实 际 上 是 紧 贴 界面 外 极 小 
区 域内 所 发 生 情 沈 的 放 太 图。 这 个 部 域 就 是 边界 诬 。 在 边界 层 外 
流动 几乎 是 无 粘性 的 ,在 权 型 的 尖锐 后 绿 钼 ,可 以 看 到 边界 层 记 引 
EM S|ATHEBH BSA CERRADO Paw eee 
Wid 78 Se TE oe UE He ESE. OA BD FEE. 
WSR bs BA PRB ee AERA, EHH 
流动 理论 中 ,可 以 通过 以 元 限 太 速度 绕 过 尖端 的 流动 来 消除 这 一 
AGES RAGS AT EMS BE BRERA TER OK 
消除 不 连续 现象 。 SR aS Be TE 19020 Re 
Hie oF BT RE 1907 FR). Be ES — PT A RI IX 
REE KH HA RES) eK 
PI ATERI SB HE a . 

EREET IEHn ADR EE? KARERE 
EREA SKA raer ENEE. mEn 
(1823) 3ST RIRTES T E E Ee E a CA RIF Bu 
=p SE, p u RRR, E u ETIR RT TSB BE 
Hou RTE AR. CE wep eE RR AA ARE 
应 为 零 .麦克斯韦 (1873) 半 算 T 了 a/b VARIES PE 
自由 程 区 的 适当 倍数 约 为 2L。 该 结论 与 现代 实验 结果 相 一 致 。 由 
于 地 球 表 面 室温 下 气体 分 于 的 平均 自由 程 约 浆 5X10 mm; 因此 可 
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ARAR TRETE 107m FF A ALR FR PP EAE A 
问题 提出 来 。 而 对 于 尺度 在 纳米 范围 的 纳米 机 械 , 则 根本 本 适用。 

在 大 气压 力 下 厘米 级 物体 上 流动 的 液体 和 和 气 蛋 的 实验 证 实 了 
无 滑动 条 件 的 正确 性 。 库 伦 (1800) 在 测量 水 中 振 菏 金属 盘 的 胆 力 
时 发 现 . 给 金属 盘面 涂 上 油 朋 ,或 表面 履 放 岩石 粉末 ;而 测 得 的 泪 
为 几乎 没有 什么 变化 ,似乎 表面 性 质 对 阻力 没有 什么 影响 . 伯 肃 叶 
C1841) 和 和 险 根 (1839) 获 得 了 水 在 直径 冯 10~20pm 毛细 管内 流动 
的 精确 数据 ,斯 拉克 斯 计算 了 基于 无 滑动 流动 的 理论 结 课 , 袁 机 与 
伯 肃 叶 的 实验 完全 瑰 合 . 其 他 , 艾 如 威 撤 姆 (L1890) 和 科 埃 特 
《1890) 等 人 的 实验 也 证 实 了 辣 样 的 结论 。 费 格 和 汤 秋 德 (19322 用 
高 倍 显微镜 观察 带 有 小 颗粒 的 水 流 , 证 实 了 无 滑动 条 件 。 此 外 ,斯 
‘CRM ASEM). RMR AMAA ae 
性 的 计算 和 观察 ,在 理论 和 实验 上 部 是 一 致 的 。 总 的 说 来 ,所 有 的 
实验 都 这 持 这 样 一 个 结论 :对 流体 来 说 :如 有 果 在 国体 边界 面 上 发 生 
了 少 动 的 话 , 这 个 少 动 也 是 小 得 难以 观察 到 ,或 者 说 ,与 理论 导出 
的 结果 没有 什么 区 别 。 


11.3 ”两 种 流体 交界 面 上 的 表面 张力 和 边 客 条 件 


在 两 种 流体 的 交界 面 上 可 能 形成 具有 特殊 化 学 成 分 和 力学 性 
RAY BS. Aen. SA Pe PE 
BRA REMERA. 
肺泡 表面 有 一 食 有 表面 活性 剂 
表层 ,该 表层 可 降低 肺 组 织 与 
肺 内 空气 向 的 表面 张力 。 一 个 
和 胆略 醉 小 泡 可 以 有 一 单 分 子 或 
Lay FAN eB a ae TE RR i 
E. SARA BRB BAR. BY 
是 在 暴露 于 空气 中 的 水 的 自由 
表面 ,其 表面 上 的 水 分 子 也 不 


图 11.2 肥皂 泡 
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EW ay Kor ab FR PRS AREJEE Ee BR 
的 一 层 。 AE. SR OS RB BY RR AY 
FE He PEP De iT FE Be FE T_T) Pe SR ES 

RE- JARN. TE 1. 11 节 已 经 讨论 过 壹 的 应 力 ( 见 例 4， 
图 1. 6) ;如 果 党 非常 薄 , 则 膜 上 每 单位 长 度 的 合力 是 更 为 关注 的 
问题 ,而 厚度 方向 上 的 应 力 分 布 就 不 那么 如 要 了 。 在 洲 腊 中 ,其 平 
均 应 力 和 厚度 所 导致 的 结果 称 为 全 应 力 或 表面 张力 ,其 单位 为 [ 力 
/长 度 ]。 

考虑 空气 中 的 一 个 肥皂 泡 , 如 图 11.2 所 示 。 

它 是 有 两 个 空气 - 
补体 闯 界 面 边 界 的 液态 d dz ydy 
OE RARDIN. oO — 
表面 张力 是 各 阿 同性 Ai a yay 
ty. HST IR SK <q |rayes 
REDEA., AT 
eR — Pee. 
就 必须 哆 气 以 六 成 一 比 
Sb AL ROH Po K RJ Al oe 
fp. HAA Sh ee a a SK E. R CE 是 肥 
气泡 表面 上 的 一 个 封闭 小 矩形 围 线 ;其 边 长 为 dx 和 dy CRO 11. 
2)。 图 中 表示 出 作用 寺 忆 线 上 各 边 的 张力 。 为 了 计算 与 张力 平衡 
的 压力 ,考查 两 个 剖面 图 ;一 个 在 ce 平面 内 (x BHF SRR 
面 ), 男 一 个 症 yz FHA. 前 者 已 天 示 在 图 11.3 A.REN Ydy 
VE RATES SRI. 

TP RHASRHA.AN AaB RTL Wee SS 
HA Ydydé@, WF dé@=—d2/R) HR, HAILSHAM 
FAH Ydedy/ Ri. FED RAFAL KAS AA 
Ydady/R,, AFIPS RA APSARA CA aA SP. 
FUERTE COM RK ANG DEAF ARR. H 
等 于 drdy/ R, + 2rdedy/R.. BAH REE DR dedy 的 为 所 
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图 11. 3 必用 在 用 和 邱 泡 面 元 上 
的 薄膜 的 力 平衡 关系 


SF BG ER Me a HS BEAT AS Bl A Pe 1805) oe BO ae eS 
RIEA: 


1i 1 
27| p+ R] = p;— p, 1.3-1) 


实际 上 托马斯 ， 杨 51804) 一 年 以 前 已 得 出 这 一 方程 。 
如 果 肥 和 皂 泡 为 球形 , 则 RR, RAC BRE SM OT 
注意 到 


] 1 
R, + R, 一 TAHE 《11. 3-2) 


EAER EHR ee RE A E r HH 
F y MOT HEDRA EN. 

作为 一 个 特殊 情况 GREETE T AHA H E a 
ERWA., 该 表面 称 为 最 小 表面 ,方程 为 


1 1 _ 
R TR = ĝĵ . £11, 3-33 


方程 (11. 3-1) RW, A R RR, 越 来 越 小 ,由 需要 越 来 越 
大 的 压力 来 平衡 表面 张力 。 对 于 某 个 常 值 7, 如 果 R R0 Re 
将 赵 于 无 穷 大 。 

如 果 流 体外 于 运动 状态 旦 流体 间 的 界面 是 不 稳定 的 ,那么 流 
体 是 真实 流体 (具有 粘性 ) 的 话 ,无 消 动 边界 条 件 须 用 于 每 一 种 流 
体 的 相关 界面 ,如 果 其 中 有 一 种 流体 是 理想 流体 (无 粘性 ) , 则 对 于 
这 种 流体 就 没有 无 清 动 条 件 . 如 果 两 种 流体 者 是 理想 流体 , 则 没有 
关于 靖 动 方面 的 限制 。 

在 大 多 数 通 常 所 见 的 情况 下 ,交界 面具 有 特殊 的 表面 粘度 A 
面 压缩 性 ,弹性 和 弯曲 刚 庶 , 运 动 方 程 (平衡 和 界面 连续 性 与 固体 
力学 中 的 薄膜 或 薄 壳 是 相同 的 。 与 蛋 面 接触 处 的 边界 条 件 是 无 课 
i He PAD ACE AF 

Tee A RA CA eR RE a 6 RL 
程 力学 问题 中 ,在 肺 毛细 血管 等 生物 学 问题 中 ,表面 张力 者 是 非常 
重要 的 , 且 在 这 些 问题 中 ,表面 张力 一 般 都 是 处 于 变化 中 的 ,例如 ， 
人 体 肺泡 的 表面 是 湿润 的 , 且 才 面 张力 由 “ 表 活 性 剂 ”, 久 楼 脂 之 类 
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的 类 脂 来 调节 。 交 界面 上 这 些 极 化 分 子 的 排列 取决 于 这 些 分 于 的 
密集 度 、. 表 面 上 的 应 变 率 及 应 变 史 ,以 致 当 表 面 受 到 周期 性 的 应 变 
时 ,表面 张力 一 面积 关系 事 化 曲线 出 现 一 很 大 的 洲 后 环 。 图 11. 4 
给 出 了 由 克 莱 门 效用 威 尔 赫 米 型 表面 平衡 法 所 得 到 的 实验 结果 。 
它 表 示 了 正常 肺 一 面 为 空气 , 羽 一 面 为 纯 水 .血浆 、172Tween20 
洗 尝 剂 及 盐 溶 液 儿 种 情况 下 ,表面 张力 一 面积 关系 曲线 .水 和 洗 诊 
剂 鸭 回 线 用 示意 图 夸大 以 表示 应 变 吕 的 循环 特性 . 


HRA MR 水 


tit i At 


WEI Nem? 


11.4 APAE ORB a 
摘自 J. A. Clements 
“Surface Phenomena in Relation to Pulmooary Function” 


The Physiologist 5.1 (1962, 11—28 


11.4 动力 相似 性 和 雷诺 数 


特 纳 维 一 斯 托 殉 斯 方程 写成 元 重 网 形式 ,为 简单 起 见 ,考虑 均 

名 不 可 压缩 岛 停 。 选 择 一 特征 速度 Y 和 特征 长 度 工 , 例如 ,研究 环 

BR SAR TV ARE RL ARK. 如果 研 

究 管 内 流动 ,就 可 取 V 为 平均 流速 , 工 HRS. MEO PE 
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球 , 可 取 V A TRR, L 为 球 的 直径 等 等 。 在 选 定 特 征 莉 后 ,可 
引入 无 量 岗 变量 


E roO X ë s Z ç kk 
TE’ YTE 7 TL’ “Tv 
(11. 4-1) 
v=o, wos pat fa tt 
WI H7 ev?’ i 
及 参数 
雷诺 数 = Ry = we = ve (11. 4-2) 
从 而 可 以 把 不 可 压缩 流体 方程 (11. -NRE AMTER 
Bu! _, Qu! Bue" Ou! 
a Tt Beh tay tw Oz" 


=- fo +i San + gon + Son 
将 oe! HR AR s oo PRA w sw BEAR u ,及 x PARE y oy AR z oc’ ae 
z ;就 可 从 方程 (11. 4-3) 得 另外 两 个 方程 。 连续 性 方程 (11. 1-5) th 
可 写成 元 量 纲 形式 


(11, 4-3) 


站 十 部 十 区 一 (11. 4-4) 
由 于 方程 (11. 4-3) 和 (11. 4-4? 构 成 了 不 可 压缩 流体 完整 的 场 方程 
H.A., RRRA EER Rw 这 个 鸳 理 参数 进入 了 流动 的 场 方程 
H. 

FF BPS SL By A GA H RS E BS A TS 0 kA 
APA A]. BPH PRR. SPR. 这 
Pah ne Fe ES CE SR ER PRD HEARR A 
(AB AILS). MRT wa BS Se AB Dl aA Al 
的 ,这 是 因为 具有 相同 雷诺 数 的 二 个 几何 看 似 的 牧 体 遵守 相同 的 
微分 方程 组 及 边界 条 件 ( 无 量 纲 形式 ) ,因此 在 相同 雷诺 数 下 , 绕 几 
Joy FE EL ea ak BY Dit ah Fae Se AL. BE AAS] BBP Pu’ Go’, 
of oe Be Cr yl ee tel Cl ay oe OR pCa sy’ ae E 
HRG. FIBA A ta. BRE HT fee 
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流动 的 动力 相似 。 对 于 非 稳定 流动 的 微分 方程 及 边界 条 件 和 初始 
条 件 的 类 似 处 理 可 获得 相应 的 无 基 纲 参数 。 

雷诺 数 表示 惯性 力 与 剪 切 力 的 比值 ,在 流动 中 ,迁移 加 速度 引 . 
起 的 惯性 力 可 从 象 ow’ 这 样 的 项 中 得 到 ,而 剪 切 力 可 从 w See 
的 项 中 得 到 ,这 些 项 更 高 的 阶 分 别 为 


HED: ev? 
win, E 
的 比值 
ae = Fit = oe = 雷 语 数 (11. 4-5) 
雷诺 数 大 表示 惯性 效应 更 为 重要 ,雷诺 数 小 表示 驴 切 效应 占 支 妨 


地 位。 
实际 问题 中 雷诺 数 的 范围 将 由 下 边 的 例 于 加 以 说 明 。 


11.5 水平 槽 或 管内 的 层 流 流动 
纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 不 易 求 解 。 然 而 如 果 能 投 到 非 线 性 项 消 


Se GI pie TB) a. ap AY 
还 是 很 容易 得 到 的 ,一 个 Y 


特别 简单 的 问题 就 是 在 | uly) 
BAI FA (BEBE N 2h e oh 
的 水 平权 内 不 可 压缩 流 
惧 的 定常 流动 ,站 图 11, 5 
所 示 。 图 11, 5 平行 村 内 的 层 流 流动 
寻找 这 样 一 个 流动 
u = Wy 二话 C11. 5-1? 
它 满足 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 .连续 性 方程 和 在 边界 上 无 滑动 的 杂 
iF ,边界 为 J 二 +h.: 


alh) = 0, Wt A) = 0 (11. 5-2) 
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显然 ,(11. 5-17 式 完全 满足 连续 性 方程 (11. 1-3) 式 ,而 方程 (11. 1 
-DREH l 


0p du 
0 一 S£ (11. 5-4) 
y 
0 = Sp (11. 5-5) 
fra 


方程 (C11. 5-4) C11. 5-57 表 了 明 户 仅仅 是 z 的 函数 .如 果 将 (11. 5 
-DHH xz Wa PRASE. 5-1) ,; 则 可 得 出 pars, A 
HL. Op/Ox 必定 是 常数 ,比如 说 为 一 x。(11, 5-33 立 即 变 为 


du 一 


t 一 一 二 (11. 5-6) 
dy A 
EAR: 
_ oO ay - 
u= å+ By u 2 £11. 5-7) 
常数 六 ,B 可 由 边界 条 件 {11. 5-2) 式 确定 。 最 后 的 解 为 
u = zach — 47) (11. 5-8) 


因此 速度 分 布 为 一 抛物 线 。 


T 
HHH 


图 11.6 平 直 网 答 层 流 流 动 
与 之 相应 的 另 一 个 问题 是 流体 流 过 半径 为 & 的 水 平 圆 柱 形 直 
管 的 流动 ( 现 留 11. 6) 。 导 求 的 是 如 下 情况 的 解 


u = Hy), v= 0, w= 0, 
与 方程 (11, 5-6) 相 似 , 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 变 为 
Fu Oe a 
ay | a T y C11. 5-9) 
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FA by tx? BE OLA Dy EHS BY RA SRR ryer 变换 成 柱 坐 标 
:70 ,于 是 方程 (11. 5- VE 
on Hu l | Oe 1 Ox 
By? So ln I 
假定 该 流水 基 轴 对 称 的 ,从 而 4 IE r We a BP Orn OP =O. 
该 方程 变 为 


=— 11. 5-10) 
i 


€11. 5-31) 
可 以 直接 积分 得 到 

u = 一 n + Alogr + B (11. 5-122) 
AFAA AW 6 A raa Abi a IPT GE r= 的 对 
称 条 人 御所 确定 

fEr=ad4h., u =O (41. 5-13) 

Er = aah, dufdr = 0 (41.5-14) 

最 后 的 解 基 


一 (11. 5-15) 


RRES 2 PR E at OT Di A RE E oh AS. BE PP h 
wo RS hh DE 
te (A ToT ee SOT Se ie. TERIA 
口 处 它 不 正确 .在 离 入 口 处 足够 远 的 距离 处 是 令 人 满意 的 ,但 如 果 
管 径 太 太 或 流 束 太 高 就 允 不 正确 了 。 让 进口 处 附近 的 困难 在 于 流 
动 痊 该 区 域内 属 过 滤 性 流动 ,因此 ,v= 二 0;w= 二 0 的 假设 不 成 立 。 但 
雷诺 数 太 大 所 带 米 的 国难 则 是 另 一 回 事 ,此 时 的 流动 成 为 亲 流 | 
雷诺 在 经 典 实验 中 证 明 丁 从 层 流 癌 豪 流 的 过 沪 , 在 该 实 脸 中 
他 观察 了 在 大 水 籍 内 通信 一 小 水 管 的 出 口 你 的 情 说。 在 管 的 旺 口 
有 一 水 败 , 水 国 可 改变 通过 小 水 管 流体 的 速度 。 管 和 夭 的 连接 处 做 
得 很 圆滑 ,同时 在 管 的 入 口外 引入 一 极 细 的 对 水 线 。 当 水 速 低 时 ， 
色 线 在 整个 管道 的 长 度 上 剖 是 清晰 可 辨 的 . 当 速度 增 加 时 ,在 某 个 
确定 的 点 上 色 线 敬 开 并 扩散 到 整个 剖面 上 ( 见 图 11. 7) 。 雷诺 确定 
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了 重要 参数 und /v GS ta). Ap Hn 是 平均 速度 ra ft B44.» 是 
运动 粘度 BARA PREAMP RB 2000 
~ 13000 之 间 ,与 入 口 处 的 光滑 度 有 关 。 在 极为 精心 的 条 件 下 OM 
折 点 的 雷诺 可 推进 到 高 达 40 000。 另 一 方面 ,对 于 一 组 糙 的 入 口 条 
件 ,可 能 出 现 的 最 低 转 折 雷 诺 数 约 为 2 000。 


图 11.7 雷诺 的 索 流 实验 
tg) 层 流 流动 ; 《好 和 te} 层 流向 迹 流 的 转变 

训 流 是 流体 力学 中 最 重要 和 最 困难 的 网 题 之 一 。 率 流 在 技术 
上 的 重要 性 ,不 仅 是 因为 亲 流 影响 表面 摩 榨 ,流动 阻力 , 热 的 产生 、 
传递 和 扩散 等 等 ,而 且 还 由 于 它 是 普遍 存在 的 ,可 以 说 流体 流动 的 
正常 方式 就 是 麻 流 ,海洋 里 的 水 ,地 球 表 而 上 的 空气 和 太阳 内 部 的 
运动 状态 强 是 闲 流 . 随 着 对 流体 力学 学 习 的 诬 入 ,; 关 流 理论 就 会 帝 
到 j 。 . 


11.6 WHE 


AREH A A A EAE AA Ee A E 
(11. 6-12 式 中 , 即 下 式 中 
Du'; — ap 1 Zap! À = 
Dr _— ar, + RIY H i g = 1,2,3) C11. 6-1) 
的 Raco, WBRIE — Bt S BERAIEK TUE — A YA 
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FR RR SPRAR REM Ae, BRT RK 
时 ORY HEA AY RU CORN GEZE ATT POC IRE RA ER KE 
附近 ,流体 的 速度 由 自由 流速 变 为 基体 速度 时 的 变化 梯度 相当 太 。 
如 时 这 个 转变 层 很 薄 , 凤 使 雷 诺 数 非常 大 ,方程 式 (11. 6-1) 的 最 后 
— TH 41 REM FK 

HTAA SAY SE BA AROGE A KT HE th 
2 RH A BSD REI ARTA. Oh BY Da BU A tE 
《11, 6-1) 中 的 最 后 一 项 与 迁 称 力 项 为 同一 数量 级 。 基 于 对 高 速 流 
动 中 园 界 层 非常 萍 的 这 一 实验 现象 ,普天 特 01804? 把 纳 维 一 -斯 托 
克 斯 方程 蚀 北 为 更 容易 处 理 的 边界 诬 方 程 。 

为 找 出 按 界 层 方 程 的 性 质 , 考 韦 固 定 平 板 上 的 二 维 流 动 ( 见 图 
11. 8) 。 


图 11. 8 流动 边界 层 
到 忆 畏 为 猎 平 板 开 面 的 流动 方向 。y SPR RMR. 假定 
沿 ” 轴 方向 的 速度 分 量 w AE, WAEL 6-1) 变 为 
Su! Ou! Ou Bp 1 Out Bu 


at’ ar tv ay ~~ a tt RB a 

(11. 6-2) 
ov, ae | el Op 1 Oe | OY 
at tM art By = By + Rl Ber Sy | 


C1i. 6-33 
瑞 浴 取 自 由 流速 为 特殊 速度 , 则 自由 流 中 ( 运 界 万 外 ) 无 量 纲 速度 
262 


a SEF 1. TEBE oc’ MRR AR y = 0 SRA a’ = 0 ARUP yp’ =o SOA 
v=1.08 RRR SRE 为 无 量 网 量 , 且 很 小 )。 现 在 已 能 估 
算 方程 11. 6-2) 中 各 项 的 数量 级 如 下 ;用 w' 一 001) 表 示 w' 至 多 为 
1 的 量 级 . 注 章 到 00) 十 001)= 二 001),0(1) + 0019 = 0019.00) 
+0(8 =0(8),001) + OCH =06., 那么 ;由 于 ww 随和 x' 的 变化 
是 有 限 的 , 故 有 


[j 
u' = 0(1), W 01) 


On (11. 6-4) 
oy! Bu! ue 
ari == 01), ot = 01) 
由 连续 性 方程 (11. 4-4) 式 ,可 有 
w, = 一 Out = OC1) (11. 6-5) 
T hd 
因此 
， 2 By! _ 3 _ 
v= f ay dy [ody = OCF (11. 6-6) 
Hi RT aE SBA 全 的 量 级 ,其 数值 很 小 ， 
AeL t (11. 6-7) 


根据 方程 C11. 6-5) 式 ,v' = 068) HS = OCD , 则 可 看 到 在 边界 层 
中 某 个 量 对 的 微分 使 之 增加 一 个 178 的 量 级 ,从 而 


au fl Su fl i 
On ow 

Br TOO gre = OKO? 

ou ow S 

=) Bo = OLS] 


碟 据 定义 ,在 边界 层 内 前 切 诬 力 项 和 惯性 力 项 是 同一 个 数量 级 .但 
HFL 6-DRAMS% 01) ,因此 , 右 侧 那些 项 也 必须 是 OCD. 
具体 地 说 ,就 是 


op) = 22 (11. 6-9) 


263 


of1) = Ee 全 十 +31 一 中 = x 00) + of a} | 
AAT — Sash FROM, a 
01) = poy =| 
E Ee, 
Ry = 01 市 | (11. 6-10) 
FE PSE AAUWAR BEAT 
$=0 A C11. 6-11) 


将 方程 (11. 6-4). (11. 6-8) 和 (11. 6-190) 代 入 方程 式 (11.6-3) ,可 看 
到 所 有 包含 w 的 项 为 008275 因 此 剩 下 的 项 3p ay 也 必须 为 
Qt 于 是 


sf — 0(8) ~ 0 (11. 6-12) 
F 


摸 句 滞 说 ,沿边 界 层 厚度 方向 的 压力 近似 为 一 常数 ,内 保留 量 级 为 
1 的 省 项 , 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 简化 为 


On! p Oe |, Bee! oop’ , 1 Oe! 
ar TM Bp te gy = 


ay! — Br L Ry oy T? C11. 个 一 133 


及 方程 (11. 6-12) 式 ,方程 (11. 6-13) BAS A; EMR 
从 的 边界 条 件 是 
u =v =Q, He y = ont €11, 8-14) 
uo 1, M4 oy! = 8 ht 


11.7 平板 上 的 层 流 边界 层 


作为 普 朗 特 边 界 层 理 论 的 应 用 , 考 虚 不 可 压缩 流体 流 过 平板 

的 情况 , 见 图 11,3, 该 图 放 太 丁 竖 向 尺度 以 使 之 更 清楚 , RHA 

外 侧 的 速度 为 常数 &, 需 要 求 a= MBAR. RRE— Min 

假设 为 ;与 边界 层 方程 中 的 其 他 项 补 比 ,压力 梯度 3p/3x TUS 
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BB RTT ,此 证 明 见 后 。 从 而 方程 人 11. 6-139 RW 
C11. 7-13 
HEHEA RAHEL SRAM — MESES 


Bz T By ° C11. 7-2) 

¥ ` Ee 

l ao t ner | 1 

L t 1 a a 

ba mn 一 一 一 下 

| 1 mH .---7ri en] 

I l 一 | 1 i 

i i ads 名 

t i Pi H | 3" 

t i k” I a 


611.9 平板 上 的 层 流 附 面 层 ,; 图 中 表示 出 它 厚 度 的 增加 
如 果 HT Fe SET I AECE 网 (zy 所 导出 i 


oy _w 
u=— By v= 5, C11, 7-3) 
WAL. 7-2) 恒 可 满足 , 国 而 方程 (11.7-1) 就 成 为 
a A es Rh ,oY (11. 7-4) 


其 边界 条 件 是 ,(a)? 在 板 上 无 滑动 ,( 妃 在 边界 层 外 与 目 和 由 流连 续 ， 
即 


Ey=0u=v=0R = 2 = 0 C31. 7-5) 


fey = 8 Btu = uy — BY (11. 7-6) 
仿照 郝 按 休 斯 来 寻求 一 个 “ 相 亿 解 ”。 AR Fl EB 
z=axr, y= Py, y=Yy (11. 7-7) 


st a, BMY EMM. MIE 0/2 EL. T-DRRA 
到 (11.7-4) 式 中 ,就 可 证 明 函 数 ylz,y) 的 方程 和 (11, 7-4) 式 有 着 
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相同 的 形式 。 与 此 类 亿 , 如 果 选 择 =A RRAS B11. 7-OOF, | 
可 证 明 一 34/a7= 了 。 因 此 ,根据 8B=a/8, 或 8= wa ,有 
2 一 -过 二 一- (11. 7-8) 


——_.- 一 = 一 — - -- 


Ja Ve VF v3 
EER ARTS Tb BOA PAA 


go =— ft) V vax £=, -5 (11. 7-9) 


r vS 
将 C11.7-9)7 式 代 人 (11.7-4 式 中 ,得 到 常 微分 方程 
27 + i = 0, C11. 7-10) 
TAP HRY See aT E a a? TR EN RF 
fio=o. FO0=0 fitoo) = 1 €11.7-11) 


之 下 ,已 有 了 相当 精 绚 的 数值 解 。 该 边界 菜 任 表示 了 板 上 w==0,vw 
一 0 的 条 件 以 及 边界 层 外 w 一 自由 流速 度 4 的 条 件 , 从 方程 (11.7 
-DAE H.I FER xz/ 一 co 意味 着 yi/ 工 要 比 附 面 层 厚度 


Vu Lu Re kE. 由 方程 (11. 7-10) 式 和 (11, 7 11) 式 的 解 所 得 
的 速度 分 布 与 实验 数据 相当 吻合 + ,如 图 11.10 所 示 , 只 是 有 两 个 
部 分 要 排除 在 外 ,一 处 是 在 很 靠近 概 前 缘 的 部 分 ,此 处 边界 层 的 近 
(HE Bia. ARE mp PL ah Ea TT TR 

F Py BCL. 7-9), GL PIORA CAL. 7-11 oh OS EY pg i 
CUA. TER RUE OAS FPA OBE he SHE 
PRY, HDA SRSA eae 
uO 
iA BE + SE eH A ee. Ua a Se E A 
WHA 3000, 确切 的 值 还 与 表面 粗糙 床 , 物 面 曲率 ,马赫 数 等 都 有 
关系 。 

层 流 边 界 层 与 章 疣 附 面 层 在 热传导 ,表面 摩 掠 , 热 量 的 产生 等 
方面 都 有 巨大 差异 。 在 宇航 时 代 , 对 重 氨 大 气 层 的 运载 工具 来 说 ， 
层 流 一 半 流 转折 癌 题 具有 极其 重要 的 意 闵 。 当 大 造 卫 星 重 返 太 气 
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R = 


BER EARR T OP TB a ERKI. TA M 
边界 层 所 产生 的 热量 要 比 层 流 边界 层 产生 的 热量 多 得 多 。 对 绝 大 
多 数 重 返 大 气 层 的 运载 工具 来 说 ,如 果 头 锥 上 的 边界 层 是 层 流 , 它 
就 可 能 浴 存 ,但 如 洒 边 界 层 流 动 是 之 流 , 涉 锥 将 被 坨 贤 ， 


10 ra 


wee 


D.a 


OS 


O4 


0z 


LG 20 LAS a0 a0 564 60 70 


图 11. 10 ”在 零 攻 角 下 平板 上 层 流 边界 层 中 速度 分 布 
的 勃 拉 休 斯 解 及 与 尼 吉 拉 斯 实验 的 比较 


11.8 无 粘性 流体 


如 果 丫 性 系数 正好 为 堆 ,问题 就 可 以 大 大 地 简化 了 。 此 时 应 力 

张 量 是 各 向 同性 的 。 
Ta 一 一 po, (11. 8-1) 
MPRA MH 


Do; _ _ oP _ 
8 De = aX; Bx, C11. 9 2) 
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AF o RAEE. p FEAR A uy ts ERE op EX Ka A 是 
单位 质量 的 体力 。 

535+, On ER Lik FES So AA AY TR a AY). ABA E BY oe Be 
连续 性 方程 110. 4-4) BR PR 
ae By 十 3. 一 Ga 或 oe = 0 (11. 8-3) 
满足 方程 (11. 8 DAHA ARR Rey. IE e a g 
WE. HR Ba A Ae E & YE A ZR eT 
Ea ft Ot LAA At ORR we = OA ee Se KOE 
ESTER BA 


ou oH 
an | ay ~ 9 C11. 8-4) 
Be, ABIR—PHE RB oc.) 并 根据 下 式 
-I  _ ow e 
ui = ay" vo ar C11. 8-5) 


导出 zx Mee URE C11. 8-4 BL, ER e 称 为 流 
PRI EY 
4011. 8S KR ASI ECL. 8-22 RH, ABR BRKA EH 
《对 二 维 流 动 ) 
Fy Eo op Sy _ 1 op 
way oy oray Ar dy? p ox’ 
_ SP Fy ap Fy 
wor oy ax? ax ordy 
WRH AE, SRA pp, 得 到 
EVE + TY. — YT, = 0 (1.8-7) 
,DO F 
AP Vartay 
下 标 表示 偏 微 分 。 


(11. 8-6) 


一 了 一 


268 


11.9 旋 度 和 环 量 


在 流体 力学 中 , 旋 度 和 环 量 的 概念 非常 重要 。 环 境 Tt) 定义 
A EEE AHR o 中 的 线 积 
分 Y 

Ite) =|» .di = | waz di 


{£11. 9-1) 

式 中 的 4 为 流体 中 的 任 一 闭合 曲线 ， g 
PETR R eS EO H E r 和 向 量 引 的 
AR, dé SAR G FH. HR EA d 
《图 11.11). 

显然 , 环 量 奶 是 速度 场 的 函数 ， 
又 是 所 选择 曲线 ¢ 的 函数 。 

wE p 包 略 着 一 个 单 连 域 , 则 由 斯 托 克 斯 定理 能 拒 线 积分 化 
为 面积 分 


图 11.11 HETEK 


Iig) = | CY X pdas = | Ceurlp yw ds C11. 9-23 


式 中 3 为 流体 内 由 曲线 所 包围 的 尾 一 表面 :w 是 表面 的 单位 法 
鳅 ,curly 一 enetwayeurly 称 为 速度 场 的 旋 度 。 

如 果 回 路 5 是 一 条 流 线 , 即 4 是 由 同一 组 流体 质点 随时 间 变 
化 而 组 成 的 曲线 ,那么 开尔文 定理 给 出 了 环 量 晤 时 间 的 变化 规律 。 
如 亲 流 体 是 无 粘性 的 ,同时 伍 力 是 保守 力 , 出 

a] de (1.9-3) 

如 果 除 上 述 条 件 外 ,密度 仅仅 是 压力 的 函数 , 则 流体 称 为 正 压 

流体 ,由 于 积分 其 单 值 的 并 且 4 是 际 合 曲线 , 故 (11. DRAE 


积分 项 为 零 。 由 此 得 到 赫 姆 管 兹 定理 ， 
DI/D: = 0 (11. 9-4) 


AAEREN RAR RR GS A ABR) Je BP 
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组 成 ,微分 和 积分 的 顺序 可 作 如 下 交换 


| ede -fa Bi ett? = | | Ede, + ou, rer 


(11. 9-5) 
(EL ea OF itt oR itt oh A 29 3B. Dd. /De 是 dz 的 增长 率 , 因 此 它 等 于 微 
50 oe Ex A SR ADR AS Po, APE EB dv,。 将 De, /De 代入 
72 SH Edl. 8- DR 并 以 chu, (RE Dda rdt ,可 得 到 


| ee 4 [x Xde, 二 ae (11. 9-6) 


HER BEA LRM Se. OR 
体力 是 保守 力 , 则 第 二 项 也 为 零 . 因 此 ,这 就 证 明了 开尔文 定理 。 如 
果 流 体 再 是 正 压 的 ,由 于 右 侧 所 有 项 都 为 零 Ee SRE 
成 为 开尔文 定理 的 特殊 情况 ， 

在 赫 姆 替 兹 定理 的 明确 结论 中 ,包含 有 很 重要 的 和 内容 ,如 果 由 
限于 正 正 流 , 则 有 1 二 常数 。 固 此 只 要 环 量 在 菜 一 月 时 为 零 , 它 就 
将 永远 为 零 . 如 果 在 某 流 场 中 任意 选 定 的 流体 线 上 都 如 此 的 话 , 那 
么 根据 方程 (11.9-2) 式 ,在 整个 流 场 中 旋 度 均等 于 零 .这 就 导致 了 . 
很 大 的 简化 ,这 就 是 将 在 下 一 节 (11. 103 节 中 讨论 的 无 旋 流 的 情 
况 , 只 要 注意 到 在 流体 力学 中 绝 大 多 数 经 典 著作 都 涉及 到 无 旋 流 ， 
就 可 以 看 出 这 一 简化 的 重要 性 了 。 

应 注意 到 ,如 果 除 了 压力 以 处 还 有 其 他 一 些 变量 影响 密度 , 则 
绕 某 个 流体 线 的 环 量 就 不 一 定 保 持 常 数 。 地 球 物理 中 绝 大 多 数 问 
- 题 属于 这 一 范 团 ,其 中 温度 既是 影响 请 叉 是 影响 p 的 一 个 参数 ,并 
BED BRP. e Ate BA ei RE RE p Re 

FF A SCA ae ES ke A Ree 
Ay obs jz ah HEE BE, h a E ee Pe EE, BE 
— FER RT SOR BREA) TE, RRL a DE b R 
的 运动 所 引起 的 , 且 - J be i eh RE RAS, BD I= 0, FRR 
PEAT ASR I ABFA, EEN h RA IR AR ER 

ATO 


有 流体 的 。 如 图 11.42 所 示 , 当 血型 向 前 运动 时 ,围绕 着 器 型 边界 
的 流体 线 6 TRIS. ARB ah RE ae eH Bec 的 环 量 为 零 , 这 就 使 得 
c 内 部 的 总 旋 度 为 零 。 但 不 能 得 出 在 内 部 任何 地 方 的 旋 度 都 为 
零 的 结论 ,在 被 惨 型 所 占据 的 区 域内 和 翼 型 后 而 的 尾 流 中 ,确实 存 
在 着 旋 度 。 然 而 , 赫 姆 霍 兹 定理 适用 于 村 型 及 其 尾 流 以 外 的 区 域 ， 
同时 , 绕 每 个 可 能 的 流体 线 的 环 量 等 于 零 也 清楚 地 表明 ,机 型 及 其 
尾 流 区 以 外 的 流动 是 无 旋 流 。 


BARE HHR 


REBANA SE 


原 划 线 流体 质点 所 形成 的 曲线 


图 11.12 包 圈 咽 型 及 其 尾 流 区 的 流体 线 


11.10 无 放流 


如 果 流 动 的 旋 度 处 处 为 零 , 则 称 该 流动 为 无 旋 流 , 即 
VM» = cur/ep = 0, (11. 10-1) 
或 EU 一 站 
对 于 二 维 无 旋 流 , 必 有 


ðu Ov _ 
Sy da = 0 (11. 10-2) 


ty) SLR KEY Rea FE BIA 11. 8ST eM OR 
F2(11. 8-5) 式 代入 (11. 10-2) 式 ,就 得 出 方程 

og Fp 

Sni + Sy = 0 (11. 10-3> 
这 就 是 著名 的 拉 普 拉 斯 方程 ,很 多 应用 数学 的 书籍 部 谈 到 它 的 解 。 


BERS TENG BHEE ES SE ASTOR F ,不 可 压缩 流体 无 旋 沙 动 也 
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是 受 拉 普 拉 斯 方程 支配 的 ,因为 根据 无 旋 疲 的 定义 ,其 下 三 个 方程 
恒 得 以 满足 
Ou on a ut uw ou 


一 一 ~~ 一 [~=0, — = 0 


Oy Br 9， Ox ay ox az 

. (i1. 10-4) 
这 些 方程 能 忆 得 以 满足 ,如 果 速 度 ewe SA Olax. yr) 
按 如 下 规则 导出 的 话 


进 秆 ,如 果 流 体 蚌 不 可 压缩 的 , 则 将 方程 (11. 10-57) 式 代入 

《11.1-5) 式 ,就 可 得 到 拉 普 拉 斯 方程 
oa + Sa +22 一 0 (11. 10-6) 
Hi PEER RAVE DRAMATE. 

RERA AR SHE Be BE. SY PR 
FAENA AMARIA. eA PEA 
Pe RE ak TP a T eT eR SE EA SE Se 
#5 TH E T ASE OR BR) GE SE Ge OK CIE 
什么 位 势 理 论 是 如 此 简单 并 又 如 此 重要 的 原因 。 

为 认识 位 势 理 论 的 用 途 , 引用 一 下 赫 姆 霍 兹 定理 ( 霓 11.9 
节 ) ;部 果 流 体质 量 的 任 一 部 分 的 运动 在 茶 一 煞 时 是 无 旋 的 话 , 那 
么 只 要 体力 是 保守 力 ; 辐 叶 流体 又 是 正 压 的 ( 即 和 它 的 密度 仅 是 压力 
的 函数 ), 则 其 流动 将 永远 是 无 旋 的 ,这 些 条 件 在 大 多 数 问题 里 都 
是 成 立 的 。 如 果 把 一 个 图 体温 入流 蛋 中 ,并 突然 使 之 运动 ,在 无 精 
性 流体 中 发 生 的 该 运动 定 是 无 旋 的 "。 因 此 ,在 很 多 技术 上 很 重要 
的 问题 都 是 无 镍 的 。 


11.11 可 和 压缩 的 无 粘性 流体 


如 果 流 体 是 可 压缩 的 , 刚 连 续 性 方程 410. 5-3) 式 为 
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a + Br, =O C11. 11-1) 
如 畦 该 流体 是 无 粘性 的 , 则 欧 拉 返 动 方 程 为 
Bitugea— 5 ge +x, (11. 11-2) 


如 果 温 度 已 明确 计 及 , 则 密度 就 只 取决 于 压力 。 因 此 ,如 果 已 知 温 
度 是 常数 (等 温 }, 对 于 理想 气体 ,有 
p/P = 常数 ， TT 二 常数 (11. 41-3) 
{ASE » BOAR it oh Fe SS) (2 ay 
He 一 常数 ， T/ eo = He €11.11-4) 
AFP Y 是 等 压 比 热 C 和 等 容 比 热 CL, 之 比 ; 即 :Y==C,/C,。 上 述 两 
种 情况 都 有 基 正 压 的 。 
在 其 他 情况 下 ,必须 将 温度 作为 变量 显 式 地 引入 ;还 必须 引入 
联系 着 peT 的 状态 方程 及 联系 着 C C 积 人 的 热 状态 方程 


小 扰动 情况 


以 一 例子 来 说 明 , 考 虚无 体力 情况 下 , 正 压 流 中 的 小 扰动 传 
播 , 设 
cz = dp/dp (11.11-5) 
假设 速度 很 小 ,以 致 其 二 阶 项 远 小 于 一 阶 项 :从 而 可 以 忽略 。 相 应 
地 ,密度 ,压力 声 本 身 的 挑动 量 及 它们 导数 的 扰动 量 也 是 一 阶 无 
S/N. AF. TE AAA X ROW LHS DRE AE 
《1t. 11-111. 11-295, RAL 


ap Ou, 

apt Pag = 0 (12. 11-6) 
Ww, 1p lita _ č de 
oa- o doan T p an ILD 


将 方程 Ci],11-63 式 对 :微分 ,并 把 方程 (11.11-7} 式 对 zz; 微分 ,再 
略 去 二 阶 以 上 各 项 并 消去 和 式 p 3 ,可 得 到 
-去 = Ba Ox, €11.11-83 
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RẸ 


这 就 是 小 抗 动 传播 的 波动 方程 , 它 是 声学 的 基本 方程 。 
用 同样 的 比 性 化 过 程 , 并 由 于 压力 变化 各 密 麻 变化 上 成 正比 ， 
dp 一 czdp, 可 看 到 同一 波动 方程 支配 着 压力 扰动 量 。 
lop_ op 
cr Gr OT, 
再 者 ,从 方程 (11. 11-7 0 F911. 11-3) 式 或 (4. 11-9), THE 


(11. 11-9) 


H 

(11. 11-10) 
因此 ,在 线性 理 沦 中 ,opyziyeayvus 受 同 一 波动 方程 所 支配 ， 

声音 的 传播 ， 


BY TES ae A BY T RO a a a a AT R 
Ao FPAT PR HG A ATA JT FR. 可 以 将 它 想象 成 一 个 球形 汽笛。 由 


FBT Br. ey 
Dy a er oF 2 © 
PAG Av P21. 11-8) RW 
1 ğe Sp, 2 op C11. 11-12) 


oF or ro 
通过 直接 代入 可 证 肯 此 方程 的 一 个 通 解 是 两 个 任意 函数 
Sg Z. 


U = p t + PQ — ct} + Lg -+ ct) (€11. 11-133 


AH po AAA RAEE, PBR A A oa i 

波 ,g WRASSE. 也 许 用 一 特殊 情况 可 以 很 清楚 地 说 

明 该 问题 。 取 函数 fr ~ ct) ABR fr ct) el ret), 

AF ec ADEE. lr eA reer CONE AS. 
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4ro-cr>O 时 , 它 为 1,; 因 此 ,扰动 是 + 一 ct 一 0 所 描述 的 不 连续 线 
EM TDR. 在 * 一 0 时 ,扰动 位 于 原点 。 在 上 时刻, 不 连续 线 
DB) r—ce kb. 所 以 ,c BRM EE. Boa R G es Eb 
原理 得 到 。 在 声学 中 ,c 称 为 声速 。 

声速 c= dpd 二 取 诀 于 压力 与 密度 之 间 的 关系 。 对 于 理 杷 
气体 ,等 丧 条 件 下 ,由 方程 (11.11-4) 有 

l c= ¥p/p (11. 11-14) 

FAS RE ATEREA HIERA BH EA 
At Sot SR ETT Ee FPP E16 42— 1727) ,他 假定 (11. 11-3) 
式 成 立 并 在 1687 年 的 一 个 刊物 上 发 表 , 认 为 < 一 Yzra 为 声速 。 人 
们 发 更, 牛顿 公式 计算 出 的 声速 比 实验 得 出 的 声速 低 六 分 之 一 左 
右 , 该 差别 直到 拉 普 拉 斯 (1749 一 1827) 进 行 分 析 后 才 得 以 解释 , 拉 
普 拉 斯 指出 ,在 声波 中 压 争 和 有 了 脱 胀 的 速度 极 快 ,以 致 没有 时 间 通 过 
传导 进行 可 观 的 热 交 换 , 因此 , 它 一 定 是 绝热 过 程 。 如 果 回 忆 一 下 
前 面 所 述 的 阶 版 波 , 这 个 论证 显然 是 合理 的 。 对 一 阶 芷 波 来 说 ,在 
波 阵 面 扫 过 时 ,该 处 的 o Al p 所 发 生 的 阶 跃 变化 应 在 波 阵 面 元 限 
小 的 室 和 从 和 时 间 内 完成 .在 如 此 小 的 时 间 间 隔 内 热 传 递 可 以 忽略 。 
因此 气体 是 等 粹 地 越过 不 连续 面 。 由 于 普通 的 声波 就 是 由 这 样 一 
些 阶 蝶 波 所 又 加 而 成 , 故 整 个 流动 也 是 等 增 的 ,因此 ,方程 
(11. 11-4) 式 适用 ,并 能 得 到 1.11-14) 式 的 结果 。 实 验证 明 拉 普 
拉 斯 的 分 析 基 正确 的 。 

因此 ,一般 说 来 波动 方程 (11. 11-8) 式 及 后 面 诸 方程 与 等 坑 流 
Be, SHAS OME BES AA. 例如 ,不 能 有 很 强 
的 滤波 且 孝 扩散 应 为 一 小 量 。 


11.12 亚 音 速 流 与 超 音 速 流 


实验 室 参 考 系 下 的 基本 方程 


基本 滤 动 方程 (11. 11-8) 式 的 参考 坐标 系 相 对 于 无 穷 迁 处 的 
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流体 是 静止 的 。 该 方程 对 何 处 产生 扰动 上 友 如 何 产 生 扰 动 未 加 任何 
限制 . 拢 动 源 可 以 是 运动 的 ,也 可 以 是 随时 间 而 变化 的 ,这 些 方程 
均 有 效 。 拢 动 源 的 性 质 仅 仅 出 现在 边界 条 件 和 初始 条 件 中 ， 
fe RP ILA SAH. RIT KT aE PR OT A 
波 的 形式 传 出 ,声波 传播 体 守 波动 方程 。 众 所 周知 , 当 飞 行 器 的 速 
BE Aye Se eT. SE ae E TP te iE a 
情况 下 At EIEN A E. 
TE RUS PoE CIT a AAO ETT. AS 
tH Rt SP aa FE H E eB A Se SS ia + at Be eS TRI u ta i 
方程。 
25 FR — EE aR BP OR A Ac 2 76 SF EA A OR U 流 来 ,如 采 
FA dit ean fh oh. We Bo EA 
a =U p, ve’, wow. U = wee 
{11. 22-13 
压力 和 密度 为 
p= pat p's e= at & (11. 22-2) 
SFR AG Re eh ek — Bir Fc BF 7) EE nE ET ET ts AP 
Wye a OU, pp po Cm pa €11.12-3) 
在 这 些 假设 下 ,基本 方程 (11. 11-1) 式 和 (11. ;1-4) 式 可 以 像 前 述 
一 样 线性 化 . 事实 上 ,用 这 些 新 的 假设 。 重复 11.11 Wp aap es 
缀 ,可 得 如 下 连续 性 方程 


op! i ot Gee! on" Oe 
ar t el Ss + Be + Bye Be 
r y Ft 1 Of a) 
+ CU +e da by ay 1 5. = 0, 
上 式 线 性 性 为 
op i Ou! | Sv’ | Bw Ər _ _ 
a tel 5 + Bt Gel HU Sa TO UL 12-4) 
类 似 地 ,把 运动 方程 线性 化 为 
Bu a LO E 
Or dr of Or ogy, Or 
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a tae TT a 8 

ae u 

e o> (11. 12-5) 
we pp Cee _ Co 
OL Or fp, Oo 

把 上 述 三 个 方程 分 别 对 zy e 求 导 , 相 加 ,再 覆 去 二 阶 项 ,可 得 


a} Oe’ on! cus" | oi On’ ou rer | 
sl Se t+ ay + eel HU alae + Sy + a |) 
o Gi i ao oio a at | 
Oo Ax" ay" De ; 
Ou Ou de 
c ape HHO ee a 

因此 ,用 方程 (11.12-4) 式 消去 Bat By + Be 后 ,可 得 

Op. oe OP nf Se oP | oe" 

Or + 2U Aror to Ox | Ox + on" + | 


一 一 


(11, 12-6) 
该 方程 就 是 空气 动力 学 中 可 压缩 流体 的 基本 方程 。 
NR tA EL. 12-6) 50 (AE 11.11 节 中 从 方程 C11. 11-5) 
式 导 出 511. 11-99 A111. 11-10) 式 的 方法 ,就 可 得 出 压力 p AE 
度 分量 v' 满 足 同样 的 方程 。 如 果 流 动 是 无 旋 流 , 则 速度 执 古 ,对 
二 名, 也 满足 这 个 方程 。 


定 带 流 巧 


让 我 们 从 更 简单 的 情况 米 验 证 基本 方程 (11. 12-59, F 
一 个 静止 模型 的 定常 流动 。 则 所 有 对 时 | 间 + 的 导数 项 均 为 零 ,速度 
势 Pw PIRATE: 

op 8 Fp FP 
cf Bet Oe? | Dye dr 

该 方程 只 和 一 个 无 天 次 傅 数 Ujc 有 关 , 读 参数 称 为 马赫 数 , 记 为 
M= 二 (11. 12-8) 
方程 (11. 12-7 FRA AE RR OM 是 大 于 1 还 是 小 于 1。 如 果 
af 一 1 ,流动 称 为 亚 音 速 流 , 如 果 开放 1, 则 称 为 超 音 速 流 , 对 于 亚 


音速 流 , 有 


一 一 一 一 


C11. 12-7) 
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FD FP Fe 
Ci — M”) AFE + By T dr T (M = 1)¢141.12-9) 
而 对 于 超 首 速 流 , 有 
op ep Fe 
~ CM Da yi ~ Bei =O Cif > 1) 


(11. 12-10) 
方程 (11. 12-3) 式 是 椭圆 型 偏 微 分 方程 ,方程 (]1. 112-10) RE 
双 曲 理 偏 微分 方程 。 下 面 的 例子 将 说 明 这 两 种 方程 立 间 的 差别 。 


OF ”波纹 板 上 的 定常 流动 


将 一 很 薄 的 有 小 正 陀 波纹 人 外形 的 板 放 入 定常 流动 中 ,使 板 的 
平均 纺 线 平行 于 无 穷 远 处 的 流速 上 见 图 11.13 和 和 图 11. 14, 描述 
板 上 波纹 的 方程 是 : 


z = asin F C11. 12-11) 


超 音速 流动 p LRA 


a 


图 11. 13 在 定常 超 音 违 流 中 图 11.14 在 定常 亚 音 速 流 中 
BY i8z Se aR 的 波纹 板 
假定 波幅 = 远 小 子 波 长 工 . 
a < (11. 12-123 


E A TE BE iE Oy A RE TE «WA E RE TER LE a fe ES A 
PEAY. FAT. Wai EEE A A yr FI BE 
分 量 为 

U + uf yu! et (11. 12-133 

OAH L 12-112 式 摘 述 的 表面 的 法 线 向 量具 有 如 下 

AERE 11. 15) 
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一 Bp ~ By? l, €11. 12-14) 

如 果 速 度 问 量 的 各 分 
量 由 (11. 12-13) Rak, 
BA iki A. N E 
oc He BF OW 
(11. 12-14) 式 所 给 出 的 法 
HE. Ei, AAA fE 
AMRO ona 图 :1.15 KARRERA RE 


来 表达 , 即 用 它们 的 点 积 为 等 的 条 件 来 表示 ， 


ry OF , dz i — 
— UE al) a By 二 1=0 
mS ZS ee BP BY AAR Ee EH 
w =U SE (11. 12-15) 
= 0 


由 (1.12-11) 式 ,上 式 变 为 


TE 


wl = U cos 了 (24 z = asin = it) (11. 12-16) 
SOS) SR Bl Pa w Cry WIE ETER OE AJ 5 H 


we! (TY = w (Ty0) te) 


(11. 12-179 
42 Hi. AR a a a MART. E E E > 
yA fal 059 1 R 


w =U Fos 7 《 当 z 一 0 时 ) (11. 12-18) 


无 限 远 处 的 条 件 


不 沦 是 超 音 这 流 还 是 亚 音 速 流 ;由 方程 (11. 12-18) BY 
边界 条 人 忻 并 不 能 完全 确定 方程 (11. 12-9 R11. 12-10) 式 的 解 。 
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i a) oi BE E POR CE FC ae AE YA ee 4 A a 
Fre TPT E AiE A eS EA A RA SE 
如 考虑 。 

亚 音 速 情 识 

对 于 祥 圆 方程 C11. 12-9) 式 ,挑动 的 影响 是 向 各 个 方向 散布 开 
的 ,可 城 合理 地 假定 ;任何 一 有 限 物 体 所 产生 的 挑动 在 离 该 物体 无 
穷 远 好 的 影响 为 零 。 这 一 点 可 以 从 输 入 流体 内 的 总 能 攻 作 出 严格 
的 论证 ,如 果 流 体 速 床 存 在 一 定 的 分 布 形式 , 旦 此 流速 在 离 物 个 无 
限 远 时 ,并 不 以 某 个 衰减 率 趋 于 零 , 那 么 为 产生 这 样 的 运动 ,就 必 
须 把 和 无穷 大 的 能 黄 输 入 流体 ,了 而 这 是 不 可 能 的 事 ( 有 关 更 详细 的 博 
沉 , 读 者 可 参考 偏 微 分 方程 或 空气 动力 学 教科 书 》. 因 此 ,对 讨论 的 
该 问题 要 加 上 如 下 条 件 ， 

Ca) tt Side HER. BCR zz 平面 ,并 与 坐标 y 无 关 。 

(和 当 * 一 土 co 时 ,所 让 的 扰动 部 赵 于 零 。 具 体 地 说 ,就 是 

ew Hooft, su.’ +0, El O>+ BR (11:12-19) 
il pH T e 

更 在 来 看 双 曲 型 方程 (011. 12-100st. FWA Pee SA 
限 尺 车 的 波 传 到 很 还 处 , 握 幅 衰减 的 理由 并 不 过 用 。 相反 ,必须 用 
辐射 条 件 米 代 拆 边界 条 任 , 该 条 件 为 ; 板 是 仪 有 的 抗 动 源 , 且 扰动 
是 从 扰动 源 向 外 辐射 而 不 是 向 内 辐射 。 

在 愉 涉 及 单个 扰动 源 时 ,该 锰 射 条 件 很 容易 描述 。 例 如 ,方程 
(11.11-13)? 式 右 侧 的 两 个 解 ,rr -ci 项 表示 一 个 队 原 点 加 里 
的 波 ; 因 此 ,对 位 于 原点 处 的 源 , 在 辐射 条 件 下 该 项 是 唯一 多 许 的 
Mm. 加 果 将 其 用 于 二 维 定常 访 动 ,该 条件 就 客 少 有 点 混淆 了 .也许 
看 本 风 洞 中 统 静 止 模 型 的 超 音 速 流 的 一 些 照片 就 能 对 该 问题 更 为 
清楚 , 见 图 11.6, 限 片 中 的 流动 是 由 左 向 右 的 。 从 图 片 中 可 见 挑动 
Ray a BR. He be ay A RE x Be DET Se Bp ks DS EER a A 
C380 Be AN SS CE eR EBS (OS 7] SS RP E o 
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a) 


Bl ii. 16 
Ca) Bit 3 E Bag Bt ae h, AAR BL SNH He, IERES D age oy 8 的 自 
AERE, ERKEN HES B= HERLAER, 由 边界 层 的 位 移 效应 产生 
THR, 在 下 侧 也 可 看 汉 类 似 的 竺 性， SCRUM ,流动 AEA. Sine 
ERTER Toshi Kubota FHE, CENTE 50 RET EE BAe Nimbus 
TE KAG N, GUN 3EY Y o0, SEX IOS SE, EERE OX BE, Eh 
EIA ARO 有 限 公 司 Von Karman 气动 力 举 实 验 室 fel ee 


疲 墙 问题 的 解 


在 回 到 我 们 的 问题 上 来 .在 亚 音 迷情 况 下 ， 很 罕 易 证 明 通 过 
直接 代入 来 证 明 方程 1. 2 起 可 直下 列 形式 的 函数 所 满足 
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P = Ae*cos TF C11. 12-20) 
将 方程 人 (ti.12-20) 式 代 人 方程 (11.12-9? 式 ,可 得 
2 | nm 2 Ne ` TT un ee TE 
一 0 — M)| F | Ae*cos F + Ape cos rome 
或 . 
pot j Fi 一 MM (11. 12-21) 


嫂 果 方程 (11.12-217 式 中 取 正 号 ,那么 随 > 一 oo, 方程 (11. 12-20) 
式 的 函数 下 将 按 指数 魂 律 元 腿 地 增加 。 另 一 方面 ,如 果 取 人 负 导 , 则 
GE ie FE R411. 12-19) 式 ,因此 ,可 以 试 取 


P= AgeT H V1 Pecos ‘= €11. 12-223 
OD EL Hy SE ah Ee 
oD T 一 _ ag 2 or 
1L 2 _, Z Es 1 = M na 
w = A F #1 ME Ae F, 
C11. 12-23) 


使 上 式 中 的 20, FF RIL. 12-18) 式 ,可 得 


站 二 一 i Til. 12-24) 
现在 所 有 亚 音速 的 边界 条 件 部 已 满足 ,因此 , 亚 音 速 的 解 为 
— _ Ua tai} Vi hte TE 
二 一 一 一 if cos T C11. 12-253 


可见 , 随 着 z BRIER EIER BE SR ea I EM LAIR 
HR OY EM EB Ee RI. ae 


Oa So C11. 12-263 
可 得 到 | 
p = alla’ =— pl oF Cll. 12-27) 


mah wee 11.14 中 
现在 转 到 超 音 速 流 方程 C11. 12-10) 式 的 情 沉 ,该 方程 能 被 下 
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列 函 数 所 满足 
P = fla— VM? — 1z) + eet VM 12) 


(11. 12-28) 
A file HER Bw. AR 
E= z {M — iz (11. 12-29 
网! 
of df Br _ df 
32 T dé? Be T YM 1 ee 
由 此 
aa S of yy VF age pn VE 
(M 1) ox" az? CMe 1) de M 1) dg? 0 


及 方程 (11, 12-10) 式 可 得 以 满足 .由 下 式 所 确定 的 诸 线 是 马赫 波 ， 
t= 常数, 即 工 一 MM —1e = BH (11.12-30) 

扰动 沿 马赫 波 传 播 并 不 降低 强度 。 这 些 线 的 倾斜 方 向 和 网 洞 照 片 
TR RMA AE. SAR. ee g(x 十 VE 一 i=) 的 马赫 线 倾 
斜 方向 是 错误 的 ,因此 ,根据 辐射 条 件 必 须 舍 去 函数 g, 从 而 ,可 以 
试 取 
P= fiz — M — tz) (11. 12-31) 


从 方程 人 11.12-31) 趟 中 ,可 得 
wi = oe ~~ v 三 一 1 a (11. 12-32) 
= 


将 方程 (11. 12-32) 式 与 边界 条 件 (11. 12-29) RHE RE 
z=0 时 ,可 得 


L L L. L | =o 
(11. 12-33) 
FAM, ,积分 上 和 式 并 回 到 方程 (11. 12-29) 式 ,有 


= fa an Tr VN 
P= f= Mn 万 ( YM — Iz) 


(11. 12-34) 
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这 就 是 该 问题 的 解 . 流 线 图 给 在 图 11. 113 中。 

这 两 种 情 癌 的 差别 非常 太 , 在 亚 音 速 的 情况 下 ,压力 扰动 随 着 
离开 平板 距离 的 增加 秃 减 小 。 而 在 超声 速 护 动 中 列 不 基 这 样 。 当 
RAT ARMS GALLE Se eR iY 
来 ,而 亚 音 速 飞机 网 没 有 这 种 情况 。 


11.13 在 生物 学 中 的 应 用 


流体 力学 与 活 的 生物 的 关系 非常 密切 ,如 象 它 与 机 械 和 物理 
的 物体 的 关系 一 样 .名 气体 症 气 道 及 脐 部 的 度 动 ,尿道 中 的 流 副 及 
BRT BOAR AAD aR A ee LE RPE 
Fee sh SE BS Ee AE PE A SE a AR ROR BY PIE E 
fy (> 100s"), MHE a Aa E JLE Aa ee. DEAT AL PAE E i 
RR. REE E A T PA Se A Ae Eth RH A tee SE A e 
Hite. SPATE TAY Bt PR EE I SE EE. 

4% 34 my TE Se LE L AM Fd CIS S&S OY ST A. Y 
A Ae SET aR Ab, BSAA Biel EAS Beh Ee 
血管 中 流动 一 样 LE A A a oh oe A A bt SE 
JE. HOS BY I iti oH PL. BOP SRG RAD ee 
ey aS) Ae oe cH AU, oT RE AE ab SB Ne A ke ae LR A a ta Rk E 
WERT Bas) fy Sie Pi sh as . 

研究 生活 在 空中 ,水 中 和 陆 吉 上 的 动物 和 植物 的 运动 需要 流 
体力 学 ,研究 菠 物 和 植物 体内 的 体液 循环 运动 也 需要 流体 力学 ,一 
艇 来 说 ,后 一 种 情况 下 边界 条 件 是 非 定常 的 。 

本 章 讨论 过 的 几 个 例子 在 生物 学 中 部 有 应 用 。 在 槽 和 管内 的 
流动 分 析 与 血液 的 流动 问题 有 密切 关系 .然而 血管 是 弹 广 体 , 轿 管 
的 直径 随 压 力 不 同 而 变化 。 这 种 流动 和 壁面 弹性 变形 的 相互 作用 
常 产 生 一 些 非常 有 趣 的 现象 ,在 生物 党 中 ,流体 力学 与 固体 力学 常 
常 是 紧密 联系 在 一 起 的 。 

从 在 本 章 最 后 列 出 的 参考 文献 中 ,读者 会 对 生物 力学 极为 广 
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12 A Aa FoR AVEO 


习 


11.1 


11.2 


11.3 


题 11 


fe RS LE A ER SE, RT A eR 
AA. EBA A 30 F A / pS By CRE Rp =. 44704m:s), 烟 向 直 
径 为 202 GEER =0. $048m) i; Ri a eR 

weg 5 Ag 108 

空气 20°C 时 的 粘性 系数 e= 1. 808K 10 A e/em + sin HHS HT 
2h 0.4150 JE lem’ /s). 
计算 直径 为 16 Reh ae KER A B 18 

答案 ;2. Ax 10" 

水 在 10°C At pe 1.308 X10 gem + s.v=1. 308x107 temis, 1 
43 = 1 By BE 1, 852m /hr. 
{E12 TE FSW ET HA ee ES + BPA ok 
Fide 5um(5™ l0 em) KE OC 的 空气 中 运动 ,速度 为 2mm/:, 
试问 雷诺 数 是 多 少 ? 

答案 :7.6X10 1 

T OC BP prd, 132em?/s. 
iH EE A 10am (BT 10 em HIM PU mms 的 速度 流动 ， 
试问 雷诺 数 是 多 少 ? 

答案 :1,.4XI0 

RB PAY MSR. BA 1. 4 至 泊 (1.4X10 giem e 5), 
强 长 为 19 英尺 前 去 机 器 以 600 英里 /小 时 (268. 224m/s) 的 速度 在 
7500 英尺 (2286m) 的 高 度 上 (orC) 飞行, 计算 其 雷诺 数 。 

ee: 6.2K 10", 
根据 方程 (11. S— 15 oe Ree en a a BR: 


Q= Tafa (11. 5-16) 
平均 速度 为 
tin = wa (11. 5-17) 
REAREA 


285 


TEA 
Bry oi... 18 
一 ”一 一 一 一 一 一 一 ”一 一 一 4 a iT 
wf FHEA 1 ou! Ry 11. 5-18) 
2 rit 
式 中 Ry= Dalim Y, 


11.7 ZAH 100ft/s (30, 48m/s) HIE itt 10 ÆR. 048m) te WA I 


t AI a YD E 
”答案 :在 20°C BY. d= 004. 018 X10 KH 3. 048m tt AR 
Eis 0. 12cm, 
11.8 证 明 对 一 不 可 压缩 粘性 流体 的 二 维 流动 米 说 ,由 (11. 8-5) 所 定义 的 流 
BERR AY BEAL Py AB A 
vy + ,Oo Py = 十 = 一 这 €11. 8-8) 


11-9 ESE AN EJ He Se ie E EE A oR T SASE--D RPA. 
RE PASE — HERRA AY AE eo EC EER BE 
teapa n Z FELD. 9-9. AAR 7 SK RY e E UE FER AE 
Sint aR AA e091. RAMA eee 
Hon. MA O H uous 等 项 表达 了 ee， 与 速度 


matat 世间 的 关系 相同 ,因此 
ct 1 
a ewsžgal, g 
因此 ,对 于 不可 压缩 流体 ,从 方程 (7. 3-6) RIB BY 
ar =— p + 2per =— p+ Bes, 
au 
da =— p + Que =— pt dui = +t Sa] x 
che: 
da =— p + ape. =— pt op Be’ 


os = Buen = pi r SEO gL Bu | 


dg = 


| 
Ba 
5 
| 
z 
| 
g| 
+ 
p 


Oe = Bpen = wl Z + E 
RAK FEO. 9-11) 452) AaB La Be 
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11 


11. 
11. 


11. 


11. 


11. 


11, 


11. 


„10 


17 
12 


13 


l4 


15 


16 


DEEM. BD A Ba te LR 9,19 及 习题 
9.3. Fe dy aS Ul F Ate — FG Ea Re a. 用 数学 
ARR 0G TR CE A I ea 
On ae a CRA ESS. KOLAR KN? 岛 和 昆虫 能 飞 吗 ? 为 什么 ? 
如 果 水 是 无 烙 性 的 , 鱼 能 洲 吗 ? 鱼 在 水 中 与 鸟 在 空气 中 证 动 的 道理 有 
何不 同 ? 
用 公式 表示 在 月 妹 裳 响 下 地 球 上 的 潮 座 现象 ? (21 Lamb, Hydro- 
dynamics, PP, 358-—362) 
TEERAA Ekek A ETE Tae RRS 
和 频率 . 
Fe PTE. ARS ERE. RR RRA? 虽然 全 
部 求解 十 分 复 杂 (RE SARAH A RRB SSR 
RRR SR ARAB AS. PK RA zy 平面 ,z 轴 
rR GALA Pp SUE BE op Bt he ie — PE 

v= 0 w= ae “sinkrsinet., Mw =— ae” "coskrsinet 
SR TRY TR. ERN—TRE PRED MAR WS. 
fae AB Te eS, AH PE RE PS Ea a a 
FI Ft ett 
Ai RPE PRaM eo. SAKE RA PRR 
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lt. 


il. 
22 


11. 


18 


21 


23 


个 要 着 重 考 虑 的 国 素 。 它 妇 何 反映 在 基本 方程 中 ? EAA E , 写 
WERE. ABS REAR BSR. 
AR EA PHA A TAPE, CE Ed Pt FO: Fe BE WA 
的 巨商 KU GE TR PS SP RR RSG 
TER E HMA TRA AP. FER PRU Be RR I 
JE EE Hi a eh aX HE R 
TARLA BE EO E Ee RR SE EO SFG 
4A TH RR ed APE Ra Oo ERY ot E 
— FR AR AT FT SE RER — T K e a A 
al =A RATA aT BAe a? OS 
Ti 7S Fa SA aK A LS KAEH ch BA Pk A ie 
子 吗 ? 
当 克 垂直 地 歇 过 长 和 站 的 祝 柱 形 管 时 ,在 屁 流 中 有 许多 泊 调 ,这些 小调 
使 管 于 产生 振动 。 拷 报道 , 曾 采 -- 条 穿越 阿拉 人 的 输 铀 管 : 地 面 以 上 
Bhd EF Ri Pe te oh A A A SA A E h o 
ak GR WE) UR AE TEP ea ane PA AE AE Oy, dle ee) a BAE RA AB E 
S40. 1S RHR RAPER RAPS RAE 
“> LE 64 NE BE A A FE BS oe. Ba OR a A 
FAA SF Rte MET RAS UE EHS MAAS. 
Fb PRE an RA HE. OS eh ETE 9 BR St a DE OT) PAE RA. 
用 习题 11. 9 p Se AAR Rh RC APE E 3. 22) 中 的 速度 
Ti 

E oa tho Sana rb AD u= tuh Ml 

v= ta? wa — ober — atb Cw, — a) fr] 


FA ft REI Ba BR H EAR dB SE ot t 


12 弹性 力学 的 一 些 简单 问题 


基本 方程 式 , 弹 性 波 , 轴 的 扭转 , 梁 的 村 曲 和 有 关 生 物力 学 的 
一 些 问 题 。 


12.1 均 名 各 向 间 性 体 的 弹性 力学 基本 方程 


在 上 一 章 里 ,我们 已 经 讨论 了 流体 流动 的 基本 方程 ,在 这 一 童 
中 ,我 们 将 研究 上 服从 虎 克 定律 的 略 体 的 运动 。 这 种 固体 叫做 虎 克 
体 。 一 个 虎 克 体 有 一 个 零 应 力 状 态 。 所 有 的 应 变 和 质点 的 位 移 痢 
是 以 零 应 力 状态 为 基准 量度 ,在 零 应 力 状态 下 ;应变 和 质点 的 位 移 
为 零 。 . 
从 前 面 各 章 中 ,我 们 得 到 如 下 的 基本 方程 组 。 用 oe. Cristea 
外 ;i 二 1,2,3, 来 描述 一 个 在 时 间 为 1 瞬间 ,位 于 zzsyzs 位 置 处 
质点 偏离 其 与 零 应 力 状 态 时 位 置 的 位 移 。 对 于 这 个 位 称 场 ,可 以 是 
Se PH YE BE ER 根据 方程 式 55. 3-3)， 如 用 a. Ca ees D ER 
时 , 即 为 Green 应 变 张 量 
Lau, Gu; Ou, Ous 
e= 3 Lan + az, + Se ae, 


> (12. 1-1) 


APU PCR) Shae AREA 1.2.5. AEA 
的 速度 w 可 由 位 移 的 物质 导数 给 出 : 
Cu 


Cu; i 
U, = OL + v, ax, C12, 1-2) 
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1 FS A GE BE e Bl BE RE eS Be. AR E10. 3-7) 
A] 4 


d, = a tv, Or, C12. 1-3) 
hig HE <p eo EES FEE 1D. 5-3 HEE: 
Bo | atou > _ ' ， 
a By. = 0 (12 dn 
动量 守重 用 欧 拉 运动 方程 (10. 6-7 SER R: 
On, , 
pu = a + X, (12. 1-5) 
KS) =) mi Ted YE) ERTE AY DB oe eR E 
a, = Meud., + 2Ge,, (12, 1-6) 


ht AA G Beta Fg Lame OR. 

F212. 1-1) 912. 1-8) 描 述 了 一 个 弹性 体 的 理论 结构 。 如 
果 把 这 些 方 程 各 11. 1 节 中 相应 的 烙 性 流体 方程 进行 比较 ,我 们 可 
以 看 出 ;除了 非 线 性 应 变 - -位 稳 梯 度 关 系 (12.1-1) 不 同 于 流体 的 
变形 速率 - :速度 梯度 的 线性 比例 关系 (6, 1-3) 外 ,其 它 的 方程 式 都 
四 和 侦 。 因 此 ,弹性 体 的 理论 比 烙 性 流体 的 理论 有 更 深刻 的 非 线 性 
性 。 

非 线 性 的 数学 问题 ,通常 复杂 难 解 。 为 了 简化 理论 ,通常 引入 
一 个 严格 的 限制 : 即 限定 位 移 和 速度 为 无 限 小 ， 在 这 个 限制 下 A 
程 512, 1-1) 8 (12. 1-3) 即 可 线性 化 。 人 们 尽 可 能 先 掌 握 好 线性 理 
论 然 后 再 来 揭示 非 线 性 所 带 来 的 特色 。 

TE u W o 极 小 的 情况 下 ,我 们 可 把 方程 (12.1-12 到 (12. 1-3) 
中 的 非 和 线性 项 短 隐 ,得 到 如 下 线性 化 的 方程 ， 


Bu, 2 

e = Sl ge + 5. (12. 1-7) 
On, a, 

v = a, == (12. 1-8) 


MAO 1-4) C12. 1-8) 总 共有 22 个 方程 其 中 有 22 个 
RAE FUEL TE i eu TEn 把 方程 (12. 1-63 代 入 方程 (2. 1-5) ,可 消 
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去 o., SRE A] A BEC 2. 1-7) 就 可 得 到 著 避 的 纳 维 尔 CNavier's) 
WE: 


Oz, 
GVa + A +C) SE HX = p SH, (12. 1-93 


” 式 中 。 FAA EE RUE w 的 散 度 ， 

_ Su, Bl | Au, Ot, 

Ox, Ox, ' Ox, ' Sx,’ 
VF? EAL t Laplaco AF. 如 果 用 Lae Wak 代替 二 1 s E] 
1 FF 3 i 

V? = i + gat Bar (12. 1-11) 
如 果 引 入 用 (7. 4-8) 定 义 的 泊 松 比 v, 就 可 将 纳 维 尔 方 程 (12. 1-9) 
改写 成 


(12. 1-10) 


Fu, 
1 一 oa + A, = # By (12, 1-12) 


这 就 是 线 弹 性 理论 的 基本 场 方 程 。 

纳 维尔 方程 (12. 1-9) 必 须 针 对 适当 的 边界 条 件 来 求解 。 这些 
边界 和 茶 件 通常 是 下 面 两 种 燃 型 中 的 一 种 ， 

(1) 指 定位 移 。 边 界 上 的 位 移 分 量 u 是 指定 的 。 


(2) 指 定 表面 力 。 在 边界 上 给 定 表面 力 的 分 量 工 ;， 

在 大多 数 强 性 力学 问题 中 ,一 个 物体 的 某 一 部 分 边界 上 给 出 
的 是 位 移 边 界 条 件 ,而 另 一 部 分 边界 上 给 出 的 是 力 的 边界 条 作 .在 
后 一 种 情况 于 ,可 以 用 虎 克 定律 把 边界 条 件 化 为 由 wi 的 一 阶 时 数 
组 合 而 成 的 给 定 值 。 则 全 部 边界 条 件 可 让 位 称 及 其 导数 来 表示 。 


12.2 平面 弹性 让 


线性 方程 的 应 用 ,可 用 弹 性 介质 中 简谱 波 系 列 来 示范 ,假定 位 
PoE SEL SET S (或 写 为 wv wh 为 无 限 小 ,同时 体力 A: AS, 由 
用 代入 法 即 可 证 明 纳 维尔 方程 (12. 1-9) 的 一 个 解 是 


u= Asin E (e + C,2),0 = w = 0 C12. 2-1) 


GI Wa, + > 
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sto A FC. eR OC. BEA 

far eG | EQ 一 v) 2 

r= al, = 4 Er SS go (12, 2-2) 
当 z 土 Ct eye YE 12. 2-100 PE Ae HIE RE 
TPE, fy Ae th UO Bei eg Te] eB A RO RE Cy, 癌 右 方 运 
动 . 所 以 常数 上 TERA YE Ew EE EY] ,位移 是 了 的 
Bg er. FRR oo, BP OL .方程 (12.2-1) 中 的 常数 2， 是 波长 。 由 
方程 112.2.1)? 所 算出 的 质点 速度 方 疝 和 波 的 传播 志向 CR e 轴 的 
Ty ABE]. CX PR PR RHE. rh FEE 一 骂 时 ,波峰 位 于 
平行 的 平面 内 ,所 以 方程 (12.2 -1) 新 代表 的 运动 就 种 为 平面 波 系 . 
列 | 。 

其 次 让 我 们 研究 出 下 了 式 所 代表 的 运动 
4 = 0. u = An Wer tet), a == OD (12. 2-3) 


EMA A HERA. CETE 2 ee ER AP. HB 
方程 人 2.2-3) 代 人 到 方程 人 412. 1-99-6, RAL Sl < 必须 取 值 为 
Cr: 

JE. 
由 方程 C12. 2-DRB REE y AERP RG 
向 Kx 方向 ) 的 。 因 此 ,这 和 波 叫 微 横流 。 速 度 C 和 Cz SP BY AH, 
流速 度 和 横 波 速度 ,人 福 们 与 材料 的 弹性 常数 和 密度 有 有关。 比值 Cry 
C. UU AAR EG A : 


ie] 


C = C12. 2-4) 


Cr = Co yf ei- (12. 2-5) 
MFR v0.25. Mf Ch v 3 Cr, 
与 方程 (12. 2- 2) 类似 ,下 面 的 式 子 代表 质点 在 z È BiS 
Mae 。 
u = 0,0 = 0, = Asin Fer + Crt),  €12. 2-6) 
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与 质点 运动 相 平 行 的 平面 L 如 方程 人 12. 2-39.89 xy 平面 或 方程 
C12. 2-6) K} ze 平面 ] 称 为 偏振 面 ，。 

平面 波 仅 能 存在 于 无 界 的 弹性 连续 介质 内 。 在 一 个 有 限 的 物 
体 中 , 当 平 面 渡 碰 到 边界 时 , 它 特 被 反射 回来 。 如 果 在 边界 外 有 另 
一 个 弹性 介质 存在 ,和 在 第 二 个 介质 中 就 会 出 现 折射 让 .这 种 反射 与 
折射 的 性 质 和 声学 .光学 出 现 的 反射 与 折射 类 似 , 与 它们 的 主要 区 
别 在 于 :在 弹性 力学 中 的 一 个 入 射 纵波 ,将 以 纵波 和 横 波 的 组 全 形 
式 来 反射 与 折射 ,一 个 入 射 的 横流 也 将 以 两 类 波形 的 组 合 来 反射 
与 折射 。 适 当地 组 合 这 些 波 以 满足 边界 条 件 , 即 可 得 到 详细 的 结 
R. 


12.3 fa 化 


和 在 下 列 情 况 下 ,线性 化 后 的 弹性 理论 可 大 大 地 简化 : 

(1 物质 共有 均匀 性 和 各 各 同性 ， 

(2) 没 有 人 惯性 力 ; 

‘37 物体 有 高 度 的 几何 对 称 性 ; 

(4 应 力 和 应变 是 平面 性 的 

(ETA BE t t — 4a A 

PR 5 OU Fle Yay 2 mk eat SC ,就 能 将 方程 简化 。 如 果 问 题 
不 随时 间 变 化 ,就 可 以 删 掉 变 量 :。 材 料 的 均匀 性 ,使 得 微分 方程 
中 的 系数 成 为 常数 。 各 向 同性 减少 了 材料 独立 常数 的 数目 。 高 度 
对 称 性 减少 了 问题 中 的 几何 参数 。 把 一 般 三 维 的 场 方程 简化 为 二 
维 或 一 维 的 场 方程 ,就 能 减少 独立 变量 的 数目 。 

例 1. 平面 应 力 状态 

如 一 个 诺 力 状态 只 与 x+,y 和 相关,; 即 称 为 平面 应 力 状态 。 和 薄膜 
ERSTA. y 平面 ) 承 受 应 力 的 状态 即 为 一 例 。 如 图 4.1 
所 示 ， 有 从 分 术 上 看 ,平面 应 力 状态 的 定义 是 应 力 分 量 On ec Fey Bh 
处 为 零 , 即 

Fa = Orr = 0,, = 0, (12. 3-1) 
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HEARE feodi FRR Z FORK. 

例 2. 平面 应 变 状态 . 

如 果 = 方向 上 的 位 移 分 芋 ww 处 处 为 零 ,并 和 且 上 位 移 wiv MIE 
zy 的 销 数 而 不 是 z 的 函数 ,我 们 就 称 这 种 变形 为 平面 应 变 状 态 。 
例如 一 个 长 柱 体 受 狐 银 向 均匀 载荷 时 , 柱 内 的 诬 力 状态 可 视 为 处 
诗 此 状态 。 对 于 平面 应 变 状态 应 有 


Cee Ov 
3 ae WSO (12, 3-23 


12,4 PAG Sh Tae 


Fe IETA thp LS [A PER ES ETE RCRA. Bb 
E BWE -- i Fl 
另 一 个 位 置 的 工具 。 问 题 是 要 
a ak i EA AE SF ROR AG E Y 
力 的 分 布 情况 。 这 个 问题 的 困 
ME Fe BE OR RR AY JL EAR. 
on SR — A ah he TR BYE 
ee =F eT fa Bs to SR G GAA 
截面 不 是 圆 形 . eGR AR EAS, 
其 权 截 面 沿 负 向 变化 , 那 末 求 
解 就 很 图 难 了 。 

FEDER RG BE ee 
Ta AS) fin] A LE EE A SG A] PL 
图 12.1 表示 了 所 采用 的 符号 
AAR PRSH. 在 分 析 处 理 问题 之 图 12, 1 圆 轴 的 扭转 
前 ,让 我 们 先 看 看 实际 情况 .在 
捍 矩 作用 下 , 龟 产 生 招 转 . 把 <= 一 0 RR Ee 轴 方 
向 , 轴 和 载荷 都 是 均匀 的 ,所 以 沿 = SAYER. 
WSR BS FR BE ATA 来 表示 变形 。a EPE z 改变 的 常 
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数 , 它 代表 x 一 1 处 的 截面 相对 于 z= 0 处 截面 的 旋转 。 

由 于 对 称 性 , 轴 的 圆 形 横 截 面 在 扭矩 作用 下 显然 仍 为 圆 形 .但 
横 截 面 上 的 轴 向 位 移 是 怎样 的 呢 ? 试看 = 一 0 处 的 横 截 面 , 在 扭矩 
作用 前 是 一 平面 , 当 党 到 扭矩 工作 用 时 ,边界 条 忻 是 轴 对 称 的 , 因 
此 任何 轴 向 位 称 也 必须 是 轴 对 称 的 ,车 将 x 轴 额 合 过 来 ,上 比 边 界 条 
件 依 然 不 变 , 所 以 轴 而 位 称 必 须 为 零 , 神 惟 面 仍 为 平 画 。 

综 上 所 述 ,我 们 看 到 圆柱 
形 轴 在 扭矩 作用 下 的 形变 必定 
使 柱 的 许 包 禄 截面 以 相同 的 扭 
率 相 对 旋转 。 因 此 ,在 (x,y,2) 
处 质点 位 移 的 极 治标 形式 必 是 

“uw, = uy ryt = 0 
(12. 4-1) 

on A AR KE es DI 
必 有 
Hy 一 一 OF¥ st, = ATE, = 0 


(12. 4-2) 


图 12.2 antics 


如 图 12. 2 Brae. 
现在 我 们 要 证 明 上 式 确 实 是 正确 的 ,由 于 位 称 给 定 了 ,就 没有 
必 训 检查 壤 调 条 件 了 ,但 是 我 们 必须 检查 平 入 方程 和 边界 条 件 。 
由 方程 (12. 4-2) 我 们 得 到 下 列 的 应 变 分 量 


ez = Qeyy = Ue. C—O, 
ex, 一 lS 十 | = 5 (az 一 az) = 0, 
1 | Ou, Ou.) 1 (12. 4-3) 
ea = (Be + Be) TT EE 
_ Lf dw ul 1 
fz = aR t ay |= pIE 
由 说 力 一 应 变 关 系 产 生 相 应 的 说 力 分 量 为 
Fir dy 一 Tyg Oey 一 G, 
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aw. = Gay, 


了 = Gaz. C12. 4-4) 
RECA AH AOR. 
BE AAT B12. 1-S ay a HX. .得 到 平衡 方程 

= a on, 2e, 加 

x + “Oy + Oz 0 
ad, AT, OD. 加 i 
Dar 十 By 35 = 0. C12, 4-5) 
Gg... OE py Do 
Br C ay | Ge 7’ 


AHG2.4-OFF PHM SpA EE Ri AE. 
Ta a: ES Ee ee 
A. SERS FHS. HERES A, 
da 一 站 ( 企 z 一 一 基 及 = 一 工 上 ) (12. 4-6) 
此 式 满足 方程 (12. 4-4). 
作用 在 贫 表 面 上 的 应 力 向 量 , 用 7", KRM. KB RRA 
TUAREA eye. PT PTA sh 
T = Yo; CE2. 4-7) 
令 i=1.2,3, BIZIA E 
Gah, F ory + dur = Ô, 
Fyt, F oy, F Opt = 0; (12. 4-8) 
Farh + Oa, + Ont, = 0. 
TROP vary ov, EMR E HO Re. SR AGS 12.2 FT 
A WHA LRA By Sew AR APRA 


v, = Š n, = yy = 0. (12. 4-9) 
a a 


Buk TAA C 上 的 边界 条 件 是 ， 
TH + YT = 0, 
re, + ya = 0. (12. 4-103 
Id, + vo,, = 3, 
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Fi 72 (12. 4-4) 4 RE EE 

尚 待 检查 的 只 有 作用 在 zx= —-LRe=L 两 个 端面 上 应 力 等 
ATHER. SRE 12. 3 并 利用 方程 (12. 4-4) ,作用 在 端 部 
mem LARA AW 


Ie. dzdy 一 一 Ga [| sdady 一 一 Gel” af“ poly = 0, 
e.dedy = Ga |] dzdy = 0, (12. 4-11) 


o,,dady = 0. 


因此 ,正如 所 期 望 的 那样 ,合力 为 
零 。 伺 对 于 x HHA ARH 


| xo, — yo, daddy. 


(12. 4-12) 
把 方程 (12. 4-4) 代 入 ,得 到 


A =Ga |] ca + ydrdy 


= Gafa of dr 
2 ‘ 
图 12. 3 扭 轴 中 的 应 力 = 7 Gaat. 
FE RNS NSAKPERE LARS THT, 
= 5 a'Ga (12. 4-13) 


现在 检查 已 经 完成 了 ,所 有 的 平衡 方程 种 边界 条 人 忻 都 满足 , 包 
括 在 方程 (12., 4-1) 到 (C12. 4-4? 中 的 解 是 精确 的 。 


12.5 Æ 


玫 来 传递 弯 矩 和 横向 剪 力 的 结构 元 件 叫 做 粱 。 在 工程 中 经 党 
用 到 梁 , 所 以 梁 是 重要 的 研究 对 每 我们 所 站 立 的 地 概 就 是 支 返 在 
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Re. KUL PLP. re ce EAR RY SS RY 
HIE RHEI AEE ,怎样 选择 梁 的 材料 ,怎样 通过 合理 的 几 
和 何 设 计 来 有 效 地 利用 材料 。 泽 样 使 重量 最 小 ,起 样 把 梁 的 刚度 和 稳 . 
定性 增加 到 最 大 ,二 样 利用 文 兰 使 振动 最 小 , 皇 拌 计算 作用 在 梁 上 
的 装 荷 (静止 城 戎 与 运动 载 倚 ,建筑 物 上 的 风 载 ,发 机 上 的 衬 气 动 
Fy BOS RP) ORE Sp TE CON OL SS AE AG EED AE es i RB a 
35) 0 Aa HE Ba ico HES HA TE A 

— AS BE BY LA AR DS SA i BP Sc OR BR PF ESS SS: a BB BE A A 
DETE (EAM pea] AP em eS BR R o OU Sad YR FB] Ci Ba Sg BD 
Re aS A H We eA tA GH Ag td RU BBY OP AS A BES 
都 受到 阻止 , 则 可 称 为 固定 端 。 

在 1.11 和 节 中 己 研究 了 均匀 各 向 同性 虎 克 材料 棱 柱 形 梁 的 纯 
桦 曲 ,推导 出 一 些 结 果 , 但 在 那里 没有 检查 控制 全 部 场 的 方程 式 和 
边界 条 件 。 现 在 让 我 们 来 证 明 所 有 这 些 条 件 痢 能 满足 。 

在 图 1. 14 中 家 示 了 棱柱 形 染 的 纯 弯曲 ,把 两 个 大小 相等 方 同 
相反 的 力 定 M 作用 在 该 梁 横 截 面 的 对 称 平 面 内 , 把 参考 轴 ry 
WES Al 7.7 市 相同 ;原点 位 于 模 截 面 的 形 心 上 ,在 7.7 市 我 们 导出 
了 梁 中 的 应 力 分 布 : 


wi = Zy t Ty, = Caz -一 Oy = G a = as 一 Ds (12. 5-1) 
Ml =g i 二 MC 
EI =— R X o,, = Fy C 3 Fe = Fi (12. 5-2) 


MECHA THD SRA SAAR M Eee 是 弹 
性 模 量 ,i SRR RBS 0o, BOP BAND. ABH 


_ ¥ — F — 
Orr — a 一 e Cr 
R R (12. 5-3) 
er， 一 Ps E Epu = E; 


BILES, TE 12. 4-5) ,了 世 满足 协调 方程 66. 4). 

但 表面 上 的 边界 条 件 是 局 一 6。 由 于 侧 表 面 上 的 每 一 条 法 线 都 亚 

ETAR co US Mee vy HE EMS bu TEEI 
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E FAAI R F: 
T. 一 日 一 Gar F Tayy F Ts 


1 


I 


n =O = yh, 十 go 十 goes， (12. 5-4) 
Tig = 0 = gow + Gey + Feat. 

梁 并 部 区 这 界 条 件 是 ,应力 系统 必须 相当 于 一 个 纯 要 类 而 不 
引起 合力 。 正 如 在 1.11 节 中 所 讨论 的 那样 ,方程 (12. 5-1) 给 出 的 
应 力 系 统 能 懒 到 这 一 点 。 如 果 染 端 部 处 的 边界 应 力 分 布 精确 地 控 
RFEA 5-1) 所 规定 的 方式 ,四 于 满足 所 有 的 第 分 方程 和 边界 


条 件 ; 所 以 解 是 精确 的 。 
a> 
Bir as BY (Ee A J RY BE 
EER. HEN ME 
图 12.4 梁 的 非 对 称 横 截 面 照 方 程 (12, 5-1).€12. 5-2) 4 
(12. 5-3) 来 分 布 。 边界 条 件 C12. 5-4 也 满足 , 当 原 点 取 在 模 截 面 的 
形 心 上 时 , 轴 力 的 合力 也 等 于 零 ,通过 在 横 截 面 扫 上 的 面积 分 ,可 
得 到 端 部 剖面 上 的 作用 力 对 x BA A, 
El, 


_ — Ef aay 
u= [gavda = Ef pia = He 


这 里 我 们 用 下 标 x 表示 弯 窍 和 横 截面 的 面积 惯性 矩 都 是 对 z HR 
的 。 其 余 的 方程 式 均 和 以 前 相同 。 但 是 对 y A HRT 
URSEAR AR. WIRES ER dA LAE onda 的 
积分 得 到 。d4 是 一 个 面积 元 素 , 它 离 y 辅 的 距离 为 =。 所 以 力矩 是 . 


在 1,11 市 推导 中 , 曾 加 
了 一 个 限制 , 即 染 的 横 截 面 
有 一 个 对 称 平面 ,现在 可 以 
取消 。 我 们 来 研究 如 图 12. 4 


M, = | sazda (12. 5-5) 
把 方程 (12. 5-1) 代 入 上 式 , 我 们 得 到 
A, = =| szda (12. 5-6) 
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ht oe ng ge 47 et TE EH fe 
P= | yrds = f ozdods (12. 5-7) 
因此 ， 
M, = ETa (12. 5-8) 


EIEH R H A PT «SEPERATE. 
PUSS FT ST Ee PR A oy 平面 而 使 六 ,一 0。 由 此 可 得 加, 一 0. 这 
就 表明 在 1.11 PPAR YT ,==0 这 茶 件 的 。 在 一 般 的 情 
Sep Fe APA ote Hee ee AE OLB 
P, = 0,M, = 0, (12. 5-9) 

E 77 FB ee PIT Fez WERE SS Ma 

WU SS y 轴 和 和 < RATE EATER SETS BEA T EE 
FERED AP TS DAG ee De] — 9 A A h PP Ts a 
主 平面 , 蔬 包 括 每 个 寞 截面 的 一 个 主 惯 性 轴 的 平面 。 综 合 (. 11 
-27) 和 {12. 5-9) 的 要 求 , 我 们 看 到 ,必须 把 坐标 畏 yz 选 为 面积 惯 
FEB EPR BFE GC. 

至 此 我 们 已 经 证 明 完 成 。 可 以 看 出 ,只 要 y 是 从 主轴 方向 的 中 
性 轴 米 度量 , 由 方程 (12. 5-]) 给 出 的 应 力 系 统 就 是 精确 的 .此 应 力 
系统 满足 平衡 方程 .协调 方程 和 边界 条 件 。 在 这 种 情况 下 ,平面 截 
面 合 为 平面 的 直观 假定 得 到 证 明 . 

可 以 人 其 其 他 一 些 书 中 得 到 更 精确 的 弯曲 理论 。 如 可 看 案 科 和 泵 
Fe BL Fe CSokolnikoff} #4 Mathematical Theory of Elasticity}, 


12.6 生物 力学 


连 组 介质 力学 可 以 应 用 手 生 物 学 .在 合适 的 观察 尺度 下 RE 

数 的 生物 材料 可 以 看 成 是 连 综 介质 体 。 在 第 九 章 ,我 们 已 讨论 了 一 

USAR PRR RA ATE. SEC AE ine ee A Ta R ERR 

ENA ER. A EEA Eh) TEIN, Ese 
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TAA eS). EAR AD FE RA A RE EO EY a 

在 生物 学 何 题 中 ,流体 力学 和 固体 力学 往往 是 结合 在 一 起 的 ， 
例如 :血液 在 具有 弹性 对 的 血管 中 流动 ,心脏 由 心肌 和 泵 出 血液 , 因 
此 :在 生物 力学 中 ,通常 是 将 11 章 和 12 章 的 方程 结合 让 一 起 使 
H. . 

生物 组 织 具 有 非 生 命 材 料 不 可 出 拟 的 犯 特 的 性 能 ,这 就 是 在 
应 力作 用 下 组 织 的 重建 特性 .由 于 重建 ,材料 的 零 应 万 状 信 ,机构 
方程 式 和 力学 性 质 都 发 生 了 改变 。 在 下 一 章 将 专门 讨论 这 一 连 继 
介质 力学 的 新 概念。 


> 题 12 


12.1 FRETE RADHA SAH aI. UNE 
C12, 4-1) 8) (12. 4-49 3 9 RE BE 

12.2 圆柱 形 轴承 受 扭 转 的 基本 理 伦 已 在 12.4 节 中 介绍 了 - ie A 
See Shi Pid <0 MeL. RAR ERE SRR rever, E 
r2 FA EASE A vow, ERT. 

w= — OF, U = ez 
shire a Ayal R i BRASS SS fh ER PEICIE ARIMA 
PEETER. WRA LEHRE. w EATA E. RELA EE 
Ai 
w = afir, y) 

FASE A E ER Oy EORI A OT E Ar FE JE eR i A O 
Bo) F A Ra HE . 

12.3 PRPRBRH URETHRA SHAR HBA. 
现 研 究 一 个 其 有 和 矩形 截面 的 巧 昔 粱 .该 梁 材 料 中 包 坦 了 两 根 栅 焊 度 的 
棱 , 外 载 簿 与 模 截 面 上 两 棱 中 心 的 连 线 相 平 行 : 风 图 12. 3 。 在 实际 
VAP RAHAT FERRARA. SP 
EHEH, th a Se AE, PE EL RB a et 
值 理论 计算 公式 。 根 据 该 理论 ARTS eRe 

12.4 密 庭 各 材料 不 均 名 的 蓄 线 ,在 两 点 之 间 受 张力 作 月 ( 血 如 一 根 小 提 淮 
强 或 铀 登 粥 ) ,在 基 一 点 撞击 粥 线 而 产生 扰动。 用 数学 求解 这 一 问题 ， 

39] 


RARE. 
12. 


lz. 


12. 


È 
ek 


ar h Mar Ay E 


BF FE E 9% s BA Si BY 

o EEI ik ah 

PERKER 

用 数学 公式 来 描述 | 

KE RPP YY a | 
| 


它们 起 如 何 运 动 

的 ? fa te 2 ae at Se 

效能 特 你 每 天 吾 到 

H E AE ha A 

推断 出 来 。 

一 架 飞 机 相对 于 地 图 Pl2.3 在 载荷 作用 下 SES RBH RBS 
ALERE V 在 空中 曲 ; 用 高 强度 棒 增 强 的 复合 梁 的 扫 蝶 将 有 一 个 
Ra KAT. PLR SRB. 

怎样 保持 这 种 飞行 的 ? BAS i aS SL Ry da A 
起 以 下 在 空气 和 机 小 界面 外 的 边界 条 件 。 并 从 数学 理论 出 爱 , 表 示 出 
SCOR RAY EIE A BAL. 

he he E ahh ar aT eo e SEE A E RE 
fat Ac BE AS SN ke OE L. BY TK dT) BE OF BA E A e ee A eR 
HHE BE RD 4k BPR RD OY Le BE fe PF PRA i 
E. ARS Rak LIRA. 

在 怀 的 手腕 处 可 感觉 到 脉搏 跳动 . ERK PY HABA RHR, 其 
Hie MBSR DRAPER AR RKB 
fie 6S) 2 Pe hk SE PES TES] aA Pa. ROSE 
体 , 用 数学 理论 表达 脉搏 波 侍 挡 。Leenhard Euler (1707--1783) AE 
1775 年 分 析 了 这 一 问题 ， 


12.10 Calileot1564 一 -1642) 建 议 用 如 下 的 方法 来 测量 卿 的 振动 舌 率 。 一 把 
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锌 利 的 小 尖 力 捆 在 细 长 的 机 上 ,在 钢 的 上 方 以 -- 人 蚀 定 的 速度 拉 梯 子 
移动 , 锣 的 振动 将 引起 棍子 蚌 人 能。 检查 锣 的 金属 表面 ,并 测量 标记 的 
空间 ,根据 这 些 数 据 可 以 计算 出 锣 的 振动 频率 。 

解释 这 一 方法 是 各 正 确 . 将 上 弘 样 来 计算 频率 ?用 弹性 理论 的 观点 以 
数学 公式 来 解决 该 问题 ,假定 一 面 优质 的 定 音 锣 , 肯 定 是 一 种 线 弹性 


12.11 


iz., i2 


12.13 


12,14 


Fl fe Ef FS}, EM ORTE. 

EHR P 85 SEIS A Galileo 进行 的 实验 相 类 入。 研究 高 速 车 床 ， 
用 公式 说 明 机 床 的 闸 震 问题 , 它 将 使 一 台 忧 质 机 康 报 废 .提出 减轻 锯 
RHEW. 

E H RDE A ek Sh Oe TEANA EEE th fe ede R y E 
法 。 

一 圆柱 形 轴 绕 其 长 轴线 以 角速度 w 约 度 / 秒 旋转 ,该 轴 两 端 是 简单 支 
承 , 当 轴 旋 转 时 ,机 向 振动 总 可 能 发 生 , 但 当 轴 的 转速 达到 某 一 临界 
值 , 横 向 位 移 巨 增 , 称 为 临界 转速 .用 数学 描 迷 这 一 现象 ,用 公式 确定 
此 临界 转速 。 

飞机 推进 器 的 轴 开 受 张力 和 扭 短 , 你 怎样 测量 飞机 飞行 中 轴 的 应 力 ? 
你 怎样 测量 飞行 中 推进 器 握 供 的 功率 ? 
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13 应力、 应 变 和 结构 的 自主 重建 


用 生物 学 中 的 实 钢 来 说 明和 连续 介质 力学 中 的 某 些 基本 问题 : 
零 应 力 状态 :由 于 材料 的 重建 使 过 应 力 状 态 和 本 构 方 程 改变 ;应 
力 、. 应 变 对 重建 的 影响 :生长 与 吸收 的 反 任 。 无 生命 自然 系统 也 有 具 
有 这 些 特性 ，。 


13.1 要 JÈ 


在 最 后 这 一 章 里 ,我 们 讨论 材料 在 应 力 下 谈 化 的 力学 .用 力学 
的 观点 来 看 ,有 三 个 方面 在 固体 的 变化 中 起 着 基本 作用 : 零 应 力 状 
态 .本 构 方 程 . 整 个 物体 的 形状 到 尺寸 。 我 们 将 着 重 在 这 三 方面 讨 
论 。 

有 关 流 动 和 变形 的 力学 称 为 流 变 学 (rheology》。 通 常 流 变 学 
仅 讨 论 一 个 不 变 的 材料 或 一 组 若干 个 给 定 材 妾 的 混合 物 的 疲 动 与 
变形 . 在 生物 学 里 ,研究 材料 的 生长 和 变化 却 是 关注 的 焦点 。 在 连 
续 介 质 故 学 中 , 流 变 学 和 生物 学 结 台 起 来 了 ,为 了 曾 明 能 变化 的 权 
料 的 连续 介质 力学 ,我 们 将 从 生物 界 中 举 出 一 些 普 壳 存 在 的 实例 ， 
TEP RMT RAY eR. 
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13.2 如 何 发 现 国体 材料 的 零 应 力 状态 


在 前 面 几 章 里 , 当 牺 体 不 受 外 力 时 ,我们 假定 在 牺 体 肉 首 处 的 
应 力 均 为 等 。 这 当 锥 是 可 能 的 ,也 是 自然 界 与 工程 界 一 般 的 情形 ， 
得 孝 并 不 是 非 这 样 不 可 .例如 我 们 安 坐 着 , 却 可 驱使 体内 的 肌肉 收 
绾 ,给 肌肉 和 骨骼 以 很 大 的 力 。 没 有 外 力 的 作用 而 在 体内 存在 的 应 
HARA YH Cresidual stress)]。 一 般 情 形 之 二 ,残余 应 力 可 能 
ze EA KHR RAR ARRAY SE OT AE EET BORER BAK 
TERE. BT RARER AY AY SR ART. AELG | ae N r e 
时 , 即 能 引发 地 震 。 在 核反应 炉 中 ,着 有 过 大 的 ,不 应 该 有 的 热 应 
变 , 可 能 会 导致 毁灭 性 的 灾难 ， 
WAERPAAF EAT AHR PRA LWRKADS WF 
— 4S FRA LT AS ST AS SS a eR 
结果 引起 了 应 变 , 那 就 表明 有 残余 应 旋 存 在 。 

以 一 段 血 管 为 例 :如 果 焉 直 于 血管 的 长 轴 沿 权 截 面 方向 蚤 两 
刀 , 得 到 一 个 圆 环 。 如 果 再 企 环 的 径 向 声 开 ,此 环 将 会 自动 张 开 成 
一 个 月 形 ( 见 图 13. 1)。 根 据 静 力学 平衡 方程 式 ,在 此 张 开 的 出 形 
血管 的 端面 工 , 合 应 力 和 应 力 写 都 为 零 。 假 使 切 开 , 张 开 后 的 血管 
内 还 有 残余 度 力 , 则 这 些 殖 余 应 力也 必 保 持平 衡 。 我 们 可 以 再 切 、 
直至 继续 切 不 再 产生 附加 应 变 为 止 。 如 果 我 们 继续 切 而 不 再 产 生 
“附加 的 座 变 , 则 此 时 的 血管 块 可 认定 为 已 达 零 应 力 状 态 . 光 元 相 和 
刘 树 谦 (1989) 研 究 了 老鼠 的 动脉 ,研究 表明 每 个 圆 环 切 一 刀 就 已 
达到 零 应 力 状 态 。 

上 述 血 管 声 开 并 张 开 的 状态 即 是 血管 的 等 应 力 状 态 。 对 每 一 
张 开 的 扇形 ,我们 可 用 张 开 角 来 表征 , 张 开 角 的 定义 是 崩 形 的 内 壁 
的 中 点 同 内 壁 的 两 个 端点 过 线 间 的 夹 角 ( 见 图 13. 27。 在 图 13. 1 
中 第 一 列表 示 出 正常 年 轻 老 局 的 主动 脉 的 零 应 力 状 态 习 元 杭 , 刘 
Mik 1989). 整个 主动 脉 在 各 部 位 逐次 切 下 若干 段 ,每 段 长 度 约 等 
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FER RERA — BS SI AB EO ts EB I LE] 
方向 变化 ;在 升 主 动脉 约 为 160°. EA Sy 90°, Hd FE BY 
60°. Æ AR Tal ab A 5°. E ER aK ap ZA BOP. 
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13.1 老鼠 主动 脉 在 零 应 力 状态 下 呈 局 形 横 截 面 的 像 片 
第 一 疯 表 示 下 玫 考 筷 主动 痣 党 庶 力 状态 。 RASA RERRRE ROO 
重建 后 药 舍 应 力 状态 改变 ， 上 阿 中 从 去 向 右 县 按 放 好 后 的 具 数 排列 - PLS PREM 
肪 标本 所 处 世 置 排列 .从 主动 及 六 至 髓 友 咏 分 忌 点 为 主动 脉 全 长 ERE ERE 
表示 。 引 起 高 血压 的 合 韦 严 所 在 位 登 在 图 的 左轮 面 出。 图 上 动脉 辟 不 很 光 渭 攻 册 于 有 
些 组 织 粘 在 了 壁 上 . 社 看 这 些 陪 片 时 ,可 以 想像 删 掉 这 些 组 雇 . 此 医 米 自 池 元 不 和 冯 情 
RCS WEBER 


13.2 SKA ABER 
FAYE Fb BES Be res “eB a PA in EP AY BE H fin] SE PR i a Ek fal 
RI Fe JB ARB 
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SROKA PEAS RARER. ERA ik s I A AA 
100", 往 下 在 及 动脉 区 为 50° TER ASKER RAS 100°. EE 
脉 中 部 微 动脉 直径 为 50m, AIF AHA lOO CRM MRA 
WD. 

RE AS 56 THE , 猪 和 狗 的 主动 脉 张 开 角 有 类 亿 的 变化 ( 韩 海 
AAS ICR 1990)。 老 鼠 的 肺动脉 ( 汉 元 桢 、. 刘 攀 谦 1991)、 肺 静脉 
HEF 19912 和 气管 ( 韩 海 淹 等 1991) 也 存在 明显 的 张 开 角 。 因 
此 ,一 般 讲 ,在 零 应 力 状 态 , 血 管 和 气管 是 一 连 串 扇形 体 , 这 些 凯 形 
体 欧 张 开 角 随 着 横 截 面 在 血管 和 气管 所 在 位 置 和 动物 的 种 类 而 变 
化 。 换 言 之 ,在 物体 中 的 零 应 力 状 态 的 特征 ,可 随 其 所 在 位 置 而 蛮 
化 ,所 以 残余 应 力也 是 不 均 久 的 ,是 随 部 位 而 变化 的 。 

在 工业 上 ,在 加 工 过 程 中 ,通常 引起 固体 中 的 残 剑 应力、 多 属 
在 有 应 变 时 焊接 、 锦 接 会 使 飞机 ,桥梁 和 机 器 产生 残余 应力， 在 人 金 
属 成 形 和 机 械 加 工时 产生 塑性 变形 和 映 变 会 产生 残余 应 力 。 压 力 
装配 也 是 另 一 种 原因 .土木 工程 中 , 拉 紧 钢 棒 使 之 产生 预 应 力 以 加 
固 钢 盘 混 凝 土 梁 的 强度 , 兵 工 中 用 加 热 圆柱 形 外 元 至 高 温 ,装配 入 
内 党 然后 冷却 至 宝 混 的 方法 使 包 简 内 壁 上 产生 压 争 残余 应 力 ,外 > 
壁 上 产生 张 应力 残 人 应 力 , 当 炮 发 射 时 ,这 些 残 余 应 力 可 以 磊 小 在 
WH ARAM ARH. RLS Bee RR he 
U2) Rage ah E a PAs PRR TK E De ae 
Ae GR aT AYER AR FA raat BR POR Sc se ld AS BY 
HERMES RRR ARR m. BR 
工业 产品 ,都 有 有 益 或 无 益 的 残余 应 力 。 

对 于 有 生命 的 组 织 而 言 , 生 长 和 变形 是 自然 发 生 的 。 每 一 个 细 
胞 或 细胞 外 基质 的 生长 和 吸收 使 组 织 的 等 应 力 状 态 发 生 改 变 , 从 
而 引起 残余 应 力 。 在 生物 学 研究 中 ,测量 在 零 应 力 状 态 的 变化 要 比 
测量 组 织 中 细胞 的 活动 要 容易 得 多 。 因 此， 观察 残余 应 力 的 变化 是 
生物 学 中 的 定量 工具 。 

在 无 数 自然 界 和 工业 界 中 的 实例 里 ,我 们 将 选 几 个 生物 学 的 
例子 来 说 明 体 肉 应力 对 身体 组 织 的 影响 。 我 们 常 谈 的 本 构 方 程 ,应 
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cm RL MGM P IL Wet Win HA Liem nope 

应 变 m EL te Oe) a Eit EE Ei RE A E 
amen PAY ADB ae "EP RIE A E BY TPO Tt APA A BE ia 
me YS ES FE EEE A POE T E ae B PE TERE o TE IDHA 
fee AG T EK vivo RE AEE, See 
时 ,应 力 范围 相应 发 生 改 变 . 在 体内 的 细胞 ,出 于 应 力 的 改变 ,就 收 
改 其 自身 ,因此 在 体 组 织 产 生 重 建 。 在 效果 上 ,器 官 的 零 应 力 状 态 
也 发 生 了 改变 . 随 之 ,组 织 的 力学 特性 也 发 生 重 建 了 。 IRAE 
自己 体内 的 这 些 变 化。 我 们 知道 ,内 环境 稳定 不 是 静止 不 变 的 ,但 
在 动态 环境 中 .一 种 渗 当 的 正常 柑 式 是 存在 的 。 在 以 下 几 节 中 .我 
们 将 镍 一 些 定量 的 观察 ， BE RT ATS Ah SE RRB EE A BE 
Fe EE 

在 机 械 的 和 无 生命 的 物体 中 ,也 可 能 有 类 似 的 内 环境 重建 的 
情形 ,对 这 些 情形 作 科 学 的 研究 ,是 有 意义 的 。 
13.3 ”结构 在 零 应 力 状 态 下 的 重建 :由 于 应 力 变 

化 而 发 生 自主 重建 的 一 个 生物 学 实例 

在 一 个 高 血压 实验 中 ,用 一 个 金属 的 小 来 ,来 在 老鼠 上 腹部 的 主 
动脉 上 ,使 血 流 了 丝 蹇 而 造成 高 应 压 ( 风 图 13. 3)。 此 夹子 压 这 了 主 
动脉 ,; 售 正 常 的 横 截 面 面 积 减 池 了 97%( 汉 元 可 和 列 树 语 1989), 
上 游 血 管内 的 压力 突然 升 高 了 20?% ,下 游 血 管内 的 压力 突 姑 隆 低 
了 55 有 区。 随后 , 授 压 又 和 逐 新 上 和 ,其 变化 过 程 表 示 在 图 13.4 中。 在 
身体 上 部 ,血压 开始 上 升 很 快 , 然 后 变 为 平缓 ,40 天 后 , 约 比 正常 
BAAI 75%. 在 身体 的 下 部 , 血 正 约 在 手术 后 4 天 恢复 到 正常 ， 
Bi Se Se aR Ee. MBAR 259 FR. ie 
时 ,主动 脉 的 零 应 力 状 态 也 产生 了 变化 。 此 变化 表示 于 图 13. 1 中 ， 
在 图 中 所 取 的 扇形 的 横 截 面 的 位 首 是 以 该 位 置 至 主动 脉 激 的 距离 
除 以 主动 肪 的 全 长 的 百分数 来 表示 的 , 依次 各 列表 示 手 术 后 在 0、 

denAh 湛 时 , 老 启 主动 脉 坛 幸 在 零 应 力 状 态 时 的 形状 安全 。 
ER F Em , 随 着 正 压 的 帘 然 增加 , 张 开 角 亦 逐 渐 增 无 , 贬 慎 
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腹 主 动脉 :局 


图 13.3 心脏 ,主动 脉 和 肺动脉 入 图 
图 示 在 各 血管 中 的 应 力 , 零 应 力 状 态 , 以 及 与 在 上 交 中 提 到 的 用 压 亿 主动 脉 来 控 
制 血压 的 手术 相关 的 各 血管 的 名 称 。 


出 现在 术 后 2 至 4 天 ,然后 柱 源 趋 于 一 渐 近 值 。 户 形 张 开 角 随 截面 
在 主动 脉 上 的 位 置 而 异 。 其 变化 是 很 明显 的 。 张 开 旬 最 大 变化 发 
生 在 升 主动 脉 处 ,该 处 张 开 角 度 的 变化 幅度 大 于 88°, 

所 以 , 随 著 血管 内 压力 的 变化 ,血管 的 张 开 角 亦 在 几 天 内 发 生 
变化 。 类 似 的 变化 在 老 妇 的 肺 中 也 得 到 证 实 。 老 腿 的 肺 血压 可 以 
国 了 呼吸 的 气体 缺 氧 而 升 高 (如 将 老鼠 放置 在 10% O, 和 90%NN; 的 
扇 氧 欣 中 ,而 总 压力 等 于 大 气压 的 铺 形 )， 

结论 是 ,血管 的 零 应 力 状 态 可 以 因应 力 的 改变 而 改变 。 这 在 生 
物 组 织 自 主 重建 的 过 程 。 
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正 态 化 血压 P/P 


手术 后 的 天 数 


图 13.4 当 一 个 阻塞 突然 加 村主 动脉 上 ,在 阻塞 前 后 ( 见 贸 13. 3 血压 


的 变化 过 程 
LERF RAAE a ea, H mA a loo) 


13.4 FMRE E Tae. HAAR“ RE A 


MAN ASHES TS OH Cea A RAK EL 
大 里 我 们 介绍 了 生物 由 于 对 应 力 的 反应 ,其 材料 的 零 应 力 状 态 能 
发 生变 化 。 下 面 我 们 来 考虑 另 一 物理 因素 一 -温度 的 影响 。 众 折 周 
知 , 在 任 一 已 其 的 应 力 状态 下 ,应 变 随 温度 变化 而 变化 。 因 而 热 应 
力 的 生成 ,可 以 看 成 是 由 于 温度 的 改变 而 使 鹤 应 力 状 态 改 变 的 结 
AR 

Ay He RB AE 77 AR SES gs 
性 能 fart R eS a WS -T ET aR a. A 
BD] fal SS RIRKA. A A} A BY ee H 
FASO BL 0 SS BL ES ES REE 
在 出 生 以 前 它 能 使 血液 从 主动 脉 流 到 肺动脉 .在 出 生 后 ,通常 就 立 
即 尖 财 了 。 姐 有 时 它 仍 是 打开 的 , 那 就 需要 敌手 术 。 上 面 命名 的 这 
个 装置 像 一 把 小 伞 . 折 登 起 来 通过 内 导管 穿 过 该 导管 .然后 该 装置 
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13.5 Bia PRR RRA S SIRI ICH 
A in ie eS RR Se EI RE OE. KARE 
MSW RATER PR Pe, Re. SRE ee EFS RH 
HAR et G a a Se ER a BS eR ER. Re 
Tom Borden JER IDI #991) 


像 这 一 类 材料 ,它们 具有 “记忆 ”其 初始 形状 的 功能 ,其 形状 随 
温度 变化 而 改变 ,基本 理由 是 其 零 应 力 状态 随 温 度 而 寞 。 簿 铅 铬 、 
Stee ee ASCSM eR SB CM polynorbornene) Hh 
RAMEE, M—-HRASCS NTI, h ARAR RT A 
RT RP aR. ER eR. 
如 果 该 变形 体 受 热 超过 了 临界 温度 BASE HEH AA 
工 成 形 时 的 原始 形状 ;如 果 阻 止 其 变形 ,在 物体 内 能 产生 高 达 
700MPa (C10:Psi) 的 残余 应 力 。 这 种 在 合金 中 产生 的 变形 是 由 于 芋 
氏 体 式 的 转变 而 引起 的 。 马 氏 体 具有 较 低 的 屈服 应 力 , 很 容易 并 可 
道 地 改变 其 结晶 格式 ,服从 所 育 原 子 蝇 格 的 双 昌 过程 ( 见 图 13. 52。 
这 种 蕊 氏 体 的 转变 在 一 定 的 温度 范围 内 发 生 , 受 热 的 马 氏 体 转 变 

311 


AARE, 4 SSR ok Ap aE a OS ER aS, BR LY A Be AR BY A JIE 
eR PAE RL AX EE E TES RT RPE AP. SRR TLL 
AoE BA TAY A] AE ee RR EST US A RE 
WER, HRA RAE a ER a AB RS R A 
MF By AYA R Gl Ay 5 Ee ORE ES AR AF 

ERER PR RO A a a oR SRE 13.6 中 。 当 马 
REET 7% RE KF 1% 时 ,二 省 都 会 产生 不 可 诞 
的 塑性 变形 , 故 在 实际 应 用 时 ;我 们 必须 知道 其 应 力 一 应 迹 曲 线 和 
其 弹性 和 塑性 的 范围 ,也 应 当 和 所 道 当 受热 时 在 蕊 氏 体 中 首先 生成 
PER RARE TES AE a PEER BR. E 
有 了 这 些 知 识 , 我 们 就 可 以 应 用 Ni 一 Ti 合金 做 各 种 设计 , 恕 加固 
机 器 部 件 ,用 金属 丝 矫正 牙齿 ,模拟 器 官 的 功能 以 及 其 他 应 用 ， 


iat 
图 13.6 EAR RE FRR REBAR AER 
根据 Tom Borden 
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13.5 WTAE EMESA E E 


IR Rh AS He SY EE ARE RITER I 
SALE. Ag Eb AK Ap TE Eh ab wD ED SAH AY 
力 之 差 。 这 个 压力 差 , 推 动 了 血液 循环 全 身 ( 叫 做 外 周 特 环 系 统 >。 
驱动 肺 秆 环 的 血球 则 蚌 肺动脉 在 心脏 的 肺动脉 辩 处 的 压力 与 左 心 
房 中 的 压力 之 差 。 外 周 稍 环 和 肺 循环 两 套 系统 的 血压 同时 由 收缩 
压 的 高 峰 ( 在 心脏 收缩 期 来 ) 降 低 至 舒张 压 的 低谷 (在 心脏 舒张 期 
末 ) 之 闻 , 局 而 复 始 , 循 环 不 已 。 当 这 些 压力 变化 时 ,在 体内 每 一 处 
血管 的 压力 都 相应 邮 变 化 着 。 当 血管 内 的 压力 变化 时 ,血管 整 内 的 
应 力也 相应 变化 ， 

如 图 13. 3 所 示 , 在 体内 正常 血球 的 作用 下 ,血管 驴 中 的 周 向 
应 力 通常 是 张 度 力 而 且 蚌 站 管 中 最 大 的 应 力 分 量 。 轴 向 应 力 分 量 
是 存在 的 ,因为 在 轴 向 方向 血管 通常 承受 拉力 , 径 向 应 力 分 量 蚌 压 
wa ,在 血管 内 壁 , 径 向 应 力 等 于 血液 的 压力 ,在 血管 的 外 壁 , 径 
向 应 力 等 于 体液 的 压力 。 后 者 小 于 自 压 ,二 者 都 远 小 于 周 向 应 力 。 

循环 系统 的 血压 可 因 下 列 因 素 而 变化 :药物 、 高 盐 食 牺 . 阻 塞 、 
肾脏 的 供血 量 等 。 如 果 在 肾 动 脉 的 上 方 由 于 动脉 狭 罕 而 使 主动 肪 
造成 某 种 阻塞 (图 13. O ,在 狭 罕 的 上 方 主动 肪 将 造成 高 血压 。 在 
疙 窑 部 位 下 方 的 主动 脉 首先 变 成 低 血 压 , 但 这 减少 了 肾脏 的 血液 
供给 ,将 引起 肾脏 分 泌 出 较 多 的 高 血压 蛋白 酶 原 进 入 血液 中 ,使 血 
求 升 高 ,如果 主动 脉 的 锋 罕 位 置 在 左右 两 个 晴 动 肪 的 下 面 , 则 肾脏 
不 致 分 小 高 血压 履 白 酶 原 , 所 以 胶体 下 部 的 低 血压 可 以 长 期 维持 。 
肺 血 还 也 有 几 种 方法 控制 。 最 方便 的 方法 是 改变 动物 呼吸 的 气体 
的 氧气 深度 .如 果 氧 的 浓度 低 于 正常 值 ( 即 缺 氧 状态 ) , 肺 血 管 中 的 
平滑 肌 细 了 胞 收缩 ,血管 的 直径 减 小 而 肺动脉 的 血压 升 高 .这 就 是 生 
活 在 海平 面 地 区 的 入 突然 到 高 原 或 高 空 后 的 反应 。 

由 缺 毛 而 引起 的 肺动脉 血压 增高 反应 发 生得 相当 快 。 如 果 将 
一 只 在 海平 面 地 区 的 老鼠 放 入 含 氧 10% 含 氮 90 多 的 低 氧 迄 内 ,在 
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i oy BP AY Fi aK BS Ue at CORE MA EL 2. OkPa C1 5mmHg) FE] 
2. 9kPa(22mmHg), Æ — AAA SI 3. 6kPa, 在 一 个 月 内 逐 浙 升 到 
4. OkPa ;与 此 同时 ,老鼠 的 周身 血压 除 肺 以 外 基本 不 变 。 SER OE 
如 此 高 时 ; 肺 血 管 发 生 上 自主 重建 ， 


昭和 肺动脉 高 压 


1pm 


图 13.7 正常 户 的 肺动脉 切片 图 及 由 于 镇 氧 而 肺 动 福 血压 增高 的 老鼠 
的 肺动脉 切片 图 

be at FIP AST. ARTE Fee. 转载 自 双 元 可 和 刘 树 说 (19917. 
图 13.7 显示 了 此 重建 过 程 是 多 人 么 的 迅速 。 在 图 中 ,每 一 行 表 
示 肺 动脉 血管 段 所 处 的 不 同位 置 。 在 最 土方 第 一 张 照片 表示 3 月 
ERE RR ARERR THe. EA. Bi 
TE LE A EE BS Pe TBD YAN A J A gS CR IL BD ,是 
看 不 清 的 。 在 图 的 下 端 标 出 了 100pm 的 长 度 。 看 见 的 深 色 线条 是 
弹性 邱 维 。 在 应 管 壁 内 层 ( 寺 半 部 ?染色 后 颜色 较 竣 的 是 中 膜 层 ,下 
ABA BUR IO ENR RE. FETT ASKER eas ER A he H 
82S RIERA. EARP RE le 
BA Se B/S PBR BS RR, TE A Ae BR En E 
弹性 纤维 染色 的 其 些 生物 化 学 改变 .第 三 张 照片 胡 示 12 小 时 后 的 
管 壁 结构 ,此 时 中 膜 层 增 厚 , 外 膜 层 没有 太 包 变化 。 第 四 张 照 片 表 
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ARR, 96 小 时 后 的 情况 RRR eg BE a, IS 
as PA Si ay BN ez FR TE HR L110 天 和 30 天 后 老鼠 肺动脉 壁 组 织 的 照 
片 。 在 此 时 期 的 主要 变化 是 外 膜 层 继续 增 厚 

第 二 行 的 照片 显示 较 小 的 肺动脉 豆 的 相应 的 变化 .第 三 ,四 行 
所 东 的 血管 的 直径 更 细 。 第 四 行 的 血管 的 内 径 约 为 100pm, 已 是 
微 动脉 的 尺寸 ,从 所 有 尺寸 的 肺动脉 图 片 观 察 ,血管 壁 的 重建 基 基 
显 的 ,最 大 变化 宰 发 生 在 1 一 2 天。 


13.6 力学 特性 的 重建 


当 血 管材 料 由 于 重建 而 变化 时 , 它 的 力学 特性 也 爱 生 变化 。 生 
物 软 组 织 材料 的 力学 特 狂 可 以 用 9.5 种 3.7 节 的 本 构 方 程 来 描 
述 , 因 此 ,我 们 可 预见 本 构 方 程 或 者 至 少 它们 的 系数 将 随 着 组 织 的 
重建 而 改变 。 我 们 将 用 实例 来 说 明 这 一 情况 。 

:血管 的 力学 特性 ,可 用 9.4 和 9.5 BH SE 
程 的 公式 来 表达 。 我 们 假定 拟 弹 性 应 变 能 函数 存在 ,用 符 导 oW 


表示 ,该 函数 是 九 个 应 变 分 量 EG 二 1,2,3 和 j= 二 1,2,3) 的 函数 ， 
且 对 EE 入 ;是 对 称 的 。 由 此 , 则 应 力 苍 量 可 以 从 poW 的 偏 微分 得 
到 , AD 

Sa — L&W (13. 6-1) 


OE, ; 
ERT. o 是 材料 在 零 应 为 状态 时 的 密度 ,fy FE 
能 ,poW 是 单位 体积 的 应 变 能 ,五 ,是 应 变 。 这 应 变 是 相对 于 零 应 力 
- 状态 测量 的 。 

对 测定 poW 的 方法 ,有 两 种 署 法 。 其 一 是 将 血管 壁 罩 成 是 不 
By ESR AB TEKS RTES poW RRM CM 7w 
1983), E [EER SE hl FE RERA EK SR Ra PE 
HP HE KRAVE RAS 加 ,和 轴 向 应 变 Enp 
个 分 若 需 要 考虑 , 径 向 应 变 可 根据 不 可 压缩 的 条 件 计 算出 来 。 因 
上 比 , 我 们 可 用 二 维 的 着 法 来 处 理 。 
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用 二 维 的 看 法 来 分 机 动脉 血管 的 应 变 能 poW 的 已 有 多 入 。 
Patel 和 Yaishnav(1972) 提 出 了 多 项 式 形式 的 应 变 能 。 Hayashi 等 
C1971) 提 出 了 对 数 式 , 冯 元 杭 等 (1973、1979、1981) 提 出 了 指数 形 
式 , 可 参考 第 9 章 末 的 参考 六 献 , 汉 元 相等 (1979) 的 应 变 能 函数 是 

DW = expla En + fE + 2a,f,, zs) (13. 6-2) 

式 中 Carda 和 is 是 材料 常数 ,五 ;是 周 各 应变 „Ea JE HH 向 应 变 à 
这 两 个 应 变 都 是 从 零 应 力 状 态 开 始 测 量 的 ,以 刘 树 说 与 汉 元 杭 所 
作 的 老鼠 发 生 精 尿 病 时 的 血管 特性 变化 为 例 , 他 们 用 老鼠 进行 了 
对 照 实验 ,注射 Streptozocin 后 引发 糖尿 病 ,然后 按时 测定 其 血管 
上 时 力学 特许 ,将 结果 用 (13. 6-2) 式 来 处 理 , 将 血管 壁 当 成 多 习 的 材 
料 ,得 到 的 各 材料 常数 列 于 表 13. 1 中 。 
2215.1 BH 20 天 后 和 正常 老鼠 胸 主 动脉 的 应 力 一 应 变 头 笋 的 系数 慷 、 
zlvaz 和 a, 
其 中 a 是 根据 正常 老鼠 取 均 值 而 定 的 。 假定 a SAR AMS 
2H oy Cla em? ay ie ay 
正常 鼠 平 均值 士 SD 1t2.2t 十 3.32 1.040.535 2.69 二 0,95 0.0036 
20 天 糖尿 病 锯 平均 
H ESD 

* E BRA G A9929. 


15, 32 +9.23 1.5320.92 3. 4441.07 0.0036 


S AERE W AAEE ee EE RS Ae RIT EE. 


13.7 考 虚 零 应 力 状 态 的 应 力 分 析 


假如 一 个 习 体 的 零 应 力 状 态 已 知 , 其 它 变 为 无 限 小 量 , 其 本 构 
方程 是 线性 的 ,那么 登 如 原理 就 可 以 使 用 。 假 如 这 个 面体 有 残余 应 
力 , 又 受 外 力 , 则 它 的 座 力 分 析 在 数学 上 是 下 面 两 个 线性 问题 的 舍 
单 琶 加: 妈 先 找 出 在 无 外 力作 用 下 的 残余 应 力 , 再 找 出 在 元 残余 应 
力 的 情形 下 受 外 加 工薪 时 的 应 力 。 属 于 此 一 范畴 的 重要 的 经 典 理 
论 有 位 错 理论 (theory of dislocation) HAMA. 
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假如 应 变 是 有 限 的 ,或 本 构 方 程 是 非 线 性 的 , 那 末 数字 问题 是 
非 线性 的 .和 登 加 原理 不 能 用 ,所 以 具有 残余 应 力 的 固体 的 应 力 分 析 
应 成 为 一 个 特殊 的 问题 了 , 非 线性 分 析 通 常 是 很 困难 的 ,但 如 果 知 
道 零 应 力 状态 及 其 与 当前 状态 的 关系 , 则 此 时 应 力 的 分 析 也 可 能 
AAS 


fas 


rE AP he 
| kPa. 


rb) 


160um 


图 13.8 老鼠 回肠 动脉 的 形状 
4 一 表示 正常 血压 时 的 形状 ;6 一 为 无 载荷 时 的 形状 ,c 一 为 零 应 力 状 态 时 的 形状 
例如 ,考虑 一 回 申 动 脉 , 当 血压 为 16kPa (120mmHg) 时 ,无 载 
荷 作用 时 和 零 应 力 状 态 下 的 横 截 面 形状 如 图 13. 8 所 示 。 从 图 中 我 
(TRE eA. SPER HRA, CRE RAN 
“内 环境 稳定 ”的 在 体 状 态 ( 正 常 在 体 状态 ) 三 个 情形 下 的 周 长 。 4 
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别 用 Ekaro Lantad A Lim = EE RAR 4 这 三 个 符号 的 上 标 i 表示 
“A”, e 表示 周边 ,下 标 *o-stress” ,no-ioad” 和 “hom” 分 别家 示 零 
说 为 状态 、 无 载荷 状态 和 在 体 状态 , 间 理 ,我 们 可 以 测量 外 周边 长 、 
得 到 yDma 和 ,上 标 *0” 表 示 “ 外 ”和 白 此 可 得 到 内 壁 相 对 
于 零 应 力 状 态 的 伸 长 率 , 在 无 载荷 状态 及 在 体 状 态 分 别 为 


Li yud) Aann 
Aiad = pm pA = FAA 加 C13. 7-1) 
Mfr 7b BE At PI Ia A aS BY A ES EI AR AS I SP 
i a a LEY 
Keer ad => po + suo) = pe (13. 7-2) 


表 13.2270 T A. AR EM KO 级 分 支 ) 
fal t=) Se. IP RR BS EE. RHE 
与 在 男 一 假设 下 所 得 到 的 理论 计算 值 相 比较 。 这 个 假设 是 该 血管 
的 残余 应 变 为 零 , 故 其 张 开 角 为 零 , 因 而 其 零 应 力 状 态 时 的 形状 与 
无 载荷 时 的 形状 相同 。 在 此 假设 下 ,血管 在 无 载荷 时 的 伸 长 府 是 
一 。 正 党 在 惧 的 血管 内 外 壁 的 俐 长 寨 则 为 
ie ;om = Ae. (13. 7-3) 
ix (BAER 13. 2 最 后 两 列 ， 

表 13.2 QAN TERS 10. 066kPa 血压 和 在 16kPa 血压 状态 下 测 
量 记得 到 的 老鼠 回肠 动脉 内 整 和 外 训 的 周 向 长 麻 . 并 相对 于 零 应 力 状 态 和 无 
载 背 状态 计算 出 的 周 向 昼 长 率 

KÆ um Fea] ei i Ae 

7 E 对 零 应 力 状 态 。 对 无 载荷 状态 


ts 
A ~~ 


RE ae 外 本 Py SE af Re Ay aE $h EE 
等 应 力 743 963 
无 载荷 590 1091 0.79 1.13 1.0 1.6 
10. 666kPa 1017 1281 1. 37 1. 33 1. 72 1.17 
18kPa 1023 1286 1. 38 1. 34 1. 73 L. 18 
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fs] Sh BRL AR SP ED TEPC Se T I BRR 
伸 长 率 的 分 布 如 图 13. 9Ca) 所 示 。 从 图 中 可 以 着 出 ,在 血管 内 壁 处 
Ay in PF Fe Be A Se AY FES EA SY ER ERS 
HEP RRR, DSSS ARR BHO 
是 一 条 直线 (图 中 用 粗 线 表 示 )。 在 图 13. 9+ ARLE AK 
平 线 , 表 示 当 血压 为 10. 666kPa 时 ,在 血管 辟 中 实际 周 向 促 长 率 
的 分 布 差不多 是 均匀 的 。 应 变 是 正 ( 受 拉 ) 而 均匀 。 细 斜 线 表示 在 
HE 10. 666kPa ,假定 张 开 角 为 零 时 的 周 向 伸 长 率 的 分 布 , 是 很 
不 均匀 的 ,相应 的 应 变 记 不 拘 匀 ,可见 忽略 残余 应 变 ( 张 开 角 }) 带 米 
的 误差 是 显而易见 地 较 太 的 。 当 血压 为 16kPa 时 ,相应 的 伸 长 率 
分 布 如 图 13. 9te) 所 示 。 从 此 图 可 知 ,由 于 忽略 残余 应 变 而 带 来 的 
误差 是 非常 太 的 。 所 以 了 解 血 管 辟 的 零 应 力 状态 是非 常 重要 的 ， 


w y FE e bye 
Bf) bY TE 


THK FÈ fe ay aE 


周 向 仲 长 比 
fd jal E 


] 


E SR PR ae NTE 


06 


(a ib} 


图 13.9 到 肠 动 防 血 管 51 级 人 分支) 周 向 昼 长 率 分 布 图 ,其 数值 大 小 列 在 
表 13.2 中 

tq) 在 雹 载荷 状态 测 得 的 束 杂 伸 长 宰 , 残 余 座 变 可 在 右边 非 绕 性 标尺 上 读 出 .及 :和 
Rs ay SAL JE, aE RRS ae, EPR RA, OER 
its AL Fok SE HE aE 10, 666kPa LE FOP ES TRA wR, 
HERS DAYS BRKT MTR Bae. CET 16kPa 时 
Xt oY BO RAR oy ee PE eB, (A HE AS EAMES: g A Soca ae 

(1992) 
E Hy oh AK BA FG eR Fe Ed DE BE PW E A 2 Ay a T i 
率 为 1.35。 在 无 截 荷 和 零 应 力 状 态 下 AAF i A EK ge Ng 
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AC SHH FA te BE FOE A. Br A AE BY AR AS BU IE BY PE RAR ZS » [Bs SK 
AR fe RAP 1.35, RE o Ge ii HK ET RR sn ER 
可 还 缩 条 件 : 
AAA = 1 (13. 7-4) 

计算 出 来 ,这 样 血管 的 应 变 状 态 完全 可 以 由 实验 测定 。 

对 于 动脉 ,应 力 是 哺 应 变 的 指数 函数 九 增 的 。 因 此 ,如 果 按 图 
13. 9 中 田 出 的 应 变 分 布 图 来 求 其 相应 的 应 力 分 布 图 , 则 将 显示 恩 
忽略 张 开 骨 而 会 带 来 的 巨大 的 应 力 误差 ， 


13.8 应 力 与 生长 的 关系 


生物 组 织 生 长 受 多 种 因素 影响 :营养 .生长 因子 ( 酶 的 一 种 )， 
物理 和 化 学 环境 .疾病 以 及 应 力 和 应 变 。 如 条 其 他 条 件 都 相同 , 则 
上 应力 一 生长 规律 将 会 显露 出 来 . 

应 力 和 生长 的 关系 在 研究 疾病 ,治疗 和 康复 等 方面 已 在 临床 
得 到 应 用 . 若 已 知 某 器 官 的 应 力 与 生长 的 规律 , 则 外 科 医 生 就 可 以 
利用 它 来 制定 该 器 官 的 手术 方案 .工程师 就 可 将 它 用 于 组 织 工程 、 
制造 候 胶 及 人 工 脏 器 时 得 到 指导 ,理疗 专家 ,运动 员 和 教育 工作 
者 ,将 更 了 解 运动 与 健身 的 关系 。 

组 织 工程 是 失事 生 产 活 组 织 的 人 工 蔡 代 品 的 工程 。 它 是 建立 
在 分 子 生物 学 .细胞 生物 学 和 器 官 生理 学 的 基础 之 上 的 一 门 技 术 
产业 。 要 掌握 好 组 织 工程 .就 必须 了 和 解 健康 组 织 的 保持, 改进 或 县 
化 与 应 力 和 应 变 的 关系 。 

一 般 来 讲 , 机 器 是 不 会 自己 重建 的 ,但 在 某 些 情况 下 , 人 们 显 
然 和 希望 机 器 有 自己 重建 的 能 力 。 工 程 师 显然 能 设想 机 器 如 何 能 够 
自我 重建 。 但 是 ,对 工程 界 来 说 这 是 一 个 全 新 的 领域 。 


习 题 13 


13.1 WARF EAF , 刚 是 普 痪 存在 的 ,但 它们 的 力学 特性 完全 不 
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了 解 。 从 理论 分 析 ,细胞 膜 可 以 认为 上 县 有 表面 张力 . 拉 伸 弹性 , 尊 切 阐 
性 和 弯曲 刚度 。 张 力 和 前 切 与 膜 面积 和 变形 有 关 ; 弯 曲 刚度 与 膜 表 面 
曲率 的 变化 有 关 。 

在 三 维 欧 儿 里 稚 空 间 ,表面 上 任意 点 具有 两 个 主 曲率。 这 两 个 主 曲率 
之 和 叫 表 面 的 平均 曲率 ,这 两 曲率 的 积 叫 高 斯 曲率 ,可 以 假 峡 , 膜 的 能 
态 与 平均 曲率 和 高 斯 曲率 有 关 。 现 请 提出 细胞 蜡 的 应 变 能 元 数 ,并 解 
一 数学 问题 : 求 平均 曲率 处 处 不 为 零 的 有 限 面积 的 最 小 表面 。 
Reinhard Lipowsky 在 Nature 349 着 .478 页 1991.2 和 给 出 了 一 种 管 案 
如 图 P13.1 所 示 。 你 认为 Lipowsky 表面 是 最 小 的 吗 ? KRHA 
种 能 态 ? 如果 你 想 断 盲 最 小 表面 面积 具有 最 低能 基本 平 ,那么 细胞 腊 
的 能 量 怎样 与 表面 积 .平均 曲率 和 高 斯 曲率 腾 系 起 来 ? 哪 种 表面 处 处 
具有 零 高 斯 曲率 ? TREES ES SHAS? PARAS 
i KFS AE] RAG? 


图 P13.1 Lipowsky ®B 
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Brief Biography of Y. C. Fung 


Yuan-Cheng Bertrem Fung received his BS and MS in 1941 
and 1943 from The National Central University, China,and his 
Ph. D. from the California institute of Techology .Pasadena,Cali- 
fornia,in 1948. 

Among his early contributions were the development of the- 
ories of dynamics and stability of elastic structures in fluid 
stream. His work is recorded in his book” Introduction to the The- 
ory of Aeroelasticity” (1956, 1969). He published also a treatise 
entitled “Foundation of Solid Mechanics" (1965),and a textbouk 
entitled "A First Course in Continuum Mechanics” (1969,1976). 

Since 1960,Dr. Fung has developed the mechanics of living 
organs. He has studied circulation, blood vessels, blood cells, 
heart, lung. and the relationship between growth and physical 
stress. His ambition is to demonstrate a rational approach to 
physiology. In order to demonstrate this approach, he wrote three 
books: Biomechanics: Mechantcal Properties of Living Tissues 
(1981), Biodynamics: Circulation (1984),and Biomechanics; Mo- 
tion, Flows Stress,and Growth (1990). 

Dr. Fung was given the Eugene Landis Award by the Micro- 
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circulatory Society(1975),the Theodore Von Karman Medal by 
the American Society of Civil Engineers (1976), the Lissner 
Award by the American Society of Mechanical Engineers (1978), 
the Worcester Warner Medal for Outstanding Contribution to the 
Permanent Literature(1984),and the Timoshenko Medal (1991) 
by the American Society of Mechanical Engineers. He is a 
Guggenheim Fellow, Fellow of the American Institute of Aero- 
nautics and Astronautics, Fellow of the American Society of Me- 
chanical Engineers, member of the U.S. National Academy of 
Engineering, Senior Member of the Institute of Medicine of the 
National Academy of Science, and Honorary Professor of five U- 
niversities in China. He is author of 270 papers published in pro- 


fessional journals. 
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Chairman, Second World Congress of Microcircu- 
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Fellow, ASME 
Centennial Medal of ASME 
Permanent Honorary Chairman, U. 5. National Com- 
mittee on Biomechanics 

Chairman, The First China-Japan-USA Conference 
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Honorary Professor, Hiangsu Institute of Chemical 


Engineering ,China 


1983—1984 President, American Academy of Mechanics 
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1985 
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Worcester Reed Warner Medal and Award, ASME 
Karakash Distinguished Lecturer,Lehigh University. 
Pennsylvania 
Poiseuille Medal, international Society of Biorheology 
Honorary Member, Chinese Academy of Science, In- 
stitute of Mechanics, Beijing 
Chairman., Committee on Bioengineering, National A- 
cademy of Engineering. Initiated the new Division of 
Bioengineering 

Honorary Professor, Chinese Institute of Military 
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Engineer of the Year Award. San Diego Engineering 
Society 
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1987 Honorary Professor, Xian Jiaotung University, Xian, 
China 
1987 University of California, San Diego. Excellence in Re- 


search Award. 
1985—1990 Chairman of the Steering Committee, First World 


Congress of Biomechanics 


1988 Honorary Professor; Bening University of Aero and 
Astronautics, China 

1989 ALZA Award, Biomedical Engineering Society 

1990 Chairman, World Committee for Biomechanics 

1991 Senior Member, Institute of Medicine of the National 
Academy of Science 

139] Timoshenko Medal, American Society of Mechanical 
Engineers. 

1992 Member, United States National Academy of Science 

1992 Fellow, American Institute of Medical and Biological 
Engineering 

1992 Borelli Award,and Borelli Lecturer. American Society 


of Biomechanics 


Curriculum Vitae Yuan-Cheng B. Fung 


University of California, 2660 Greentree Lane 
San Diego ,MI-005 La foilla, CA 92037 

La Jolla,CA 92993 

(619) 534-4278 (619) 453-0086 


Birthdate, September 15,1919 Yuhong, Wutzin, Jiangsu ‚China 
Degree; B.S. 1941 Central University,China, Aeronautics 
M.5. 1943 Central University,China,Aeronautics 
Ph.D. 1948 California Institute of Technology 
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1943—1945 Research Fellow,Bureau of Aeronautical Re- 
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Technology 
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nology Laboratories, TRW Systems 


1957 Consultant,Lockheed Aircraft 
1958—1962 Consultant,Boeing Aircraft Co. 

1960 Consultant,Douglas Aircraft 

1962 Consultant Aerospace Corp, 

1963 Consultant,North American Aviation 
1980- 一 Consultant ,jayecor 


Professional Society Memberships and Offices; 
American Academy of Mechanics, 1969 -. President, 1983. Fel- 
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low, 1976 ~. 
American Institute of Aeronautics and Astronautics, Member, 
1948 -. Fellow ,1969 -. 
American Society of Mechanical Engineers, Membher.1965 -. Fel- 
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Biophysical Society, 1966—1975, 
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